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Цель исследования – решение краевой задачи для уравнения Лапласа в прямоуголь-
ном параллелепипеде методом разделения переменных и оценка полученных 
при этом постоянных разделения переменных Фурье. 
Материалы и методы. Для решения краевой задачи для уравнения Лапласа исполь-
зовались методы математической физики. Исходная задача была разбита на три 
стандартные, в которых неоднородные граничные условия заданы только на двух 
параллельных сторонах, а на остальной части они принимались равными 0. 
Результаты исследования. Краевая задача для уравнения Лапласа в прямоугольном 
параллелепипеде была разбита на три задачи. Получены частные решения этих за-
дач при заданных граничных условиях. Произведена оценка постоянных разделения 
переменных Фурье. 
Выводы. Решение уравнения Лапласа для параллелепипеда является суммой решений 
трёх частных задач. Граничные функции параллелепипеда являются нечётными пе-
риодическими по двум переменным функциями, периоды которых равны длинам со-
ответствующих сторон параллелепипеда. Постоянные Фурье частичных решений 
задачи являются коэффициентами разложения граничных периодических функций 
двух переменных в тригонометрический ряд Фурье. В двумерных рядах решения 
уравнения Лапласа для нечётных и для совокупности одновременно чётных и нечёт-
ных гармоник постоянные Фурье отличаются только знаками. 

 
При исследовании реальных технологических процессов и явлений при-

роды методами математического моделирования важным этапом является по-
строение математической модели [9, 10]. Широкий класс математических мо-
делей представляют собой дифференциальные уравнения в частных производ-
ных второго порядка эллиптического типа, к которым относится и уравнение 
Лапласа [1, 2, 8, 9, 15, 16]. 

Цель исследования – решение краевой задачи для уравнения Лапласа 
в прямоугольном параллелепипеде методом разделения переменных и оценка 
полученных при этом постоянных Фурье. 

Материалы и методы. Для решения краевой задачи для уравнения 
Лапласа использовались методы математической физики и математического 
анализа [3–6, 12, 13]. Исходная задача была разбита на три стандартные, в ко-
торых неоднородные граничные условия заданы только на двух параллельных 
сторонах, а на остальной части они принимались равными 0. 
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Результаты исследования. Решение краевой задачи для уравнения 
Лапласа в прямоугольном параллелепипеде (рисунок) 
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будем искать при следующих граничных условиях [3–6, 12, 13]: 
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  (2) 

 

 
Прямоугольный параллелепипед 

 
Исходную задачу разобьем на три задачи [14]. В первой задаче уравнение 

Лапласа (1) необходимо решить при следующих граничных условиях: 
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Частное решение (1) при граничных условиях (3) будем искать в виде 
 ( , , ) ( , ) ( )u x y z x y Z z  .  (4) 

После подстановки (4) в уравнение Лапласа (1) получим два обыкновен-
ных дифференциальных уравнения 

 2 ( , ) ( , ) 0, 0 , 0 ,
( 0) 0, ( ) 0, ( 0) 0, ( ) 0;
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 (5) 

 2 2( ) ( ) 0, 0 ,d Z z dz Z z z h      (6) 

где  – постоянная разделения переменных. 
Дифференциальное уравнение (5) является задачей Штурма–Лиувилля 

для прямоугольника. Для нахождения собственных функций и собственных 
значений ненулевые решения этой задачи запишем в виде 

( , ) ( ) ( ) 0x y X x Y y   , 
подставляя которые в (5), получим 
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Из этого выражения находим два обыкновенных дифференциальных уравне-
ния с нулевыми начальными значениями для неизвестных функций X(x) и Y(y) 
 ( ) ( ) 0;X x X x     ( ) ( ) 0,Y x Y y      (7) 
где  . 

Из уравнений (7) следуют выражения для собственных функций и соб-
ственного значения задачи Штурма–Лиувилля для прямоугольника 
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Дифференциальное уравнение (6) имеет решение 
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A, B = const. 
Частное решение первой задачи находится в виде 
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. 

Таким образом, решение первой задачи представляется в виде разложения 
по построенным частным решениям 
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  (8) 

Постоянные Фурье Anm, Bnm в (8) определяются из граничных условий (3): 
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Из (9) следует, во-первых, что граничные функции 1(x, y) и 2(x, y) явля-
ются нечётными периодическими (по x с периодом a, по y с периодом b) функ-
циями, во-вторых, постоянные Фурье Anm и Bnm являются коэффициентами раз-
ложения этих периодических функций двух переменных в тригонометриче-
ский ряд Фурье [7]. 

Во второй задаче уравнение Лапласа (1) необходимо решить при следую-
щих граничных условиях: 
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Выполняя действия, аналогичные тем, которые были произведены при ре-
шении первой задачи, для второй задачи получим 
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где 
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Анализируя выражения (11), отметим, во-первых, что граничные функции 
1(x, z) и 2(x, z) являются нечётными периодическими (по x с периодом a и по 
z с периодом h), во-вторых, постоянные Фурье Cnm и Dnm являются коэффици-
ентами разложения этих периодических функций двух переменных в тригоно-
метрический ряд Фурье [7]. 

В третьей задаче уравнение Лапласа (1) необходимо решить при следую-
щих граничных условиях: 

 
1 1( 0) ( , ), ( ) ( , ),

( 0) 0, ( ) 0,
( 0) 0, ( ) 0.

u x y z u x a y z
u y u y b
u z u z h

     
   
   

   

Решение этой задачи получено в виде 
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где 
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Из (13) следует, что, во-первых, что граничные функции 1(x, y) и 2(x, y) 
являются нечётными, периодическими (по y с периодом b и по z с периодом h), 
во-вторых, постоянные Фурье Enm и Fnm являются коэффициентами разложе-
ния этих периодических функций двух переменных в тригонометрический ряд 
Фурье [7]. 

Полное решение u(x, y, z) задачи (1) при краевых условиях (2) равно сумме 
частичных решений (8), (10) и (12) трех рассмотренных задач: 
 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u x y z u x y z u x y z u x y z   .  (14) 
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С точки зрения расчёта электромеханических устройств, в которых источ-
ники магнитного поля располагаются снизу и сверху, интерес представляет 
второе решение u2(x, y, z) [1, 2, 7, 11]. 

Дифференцируя уравнение (14) по переменным x, y и z, можем получить 
выражения для составляющих магнитной индукции Bx(x, y, z), By(x, y, z) 
и Bz(x, y, z) 
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Взаимная связь постоянных разделения переменных Фурье. Наиболее 
важным для практики является вариант, когда присутствуют только граничные 
функции 1(x, z) и 2(x, z) соответственно на нижней и верхней сторонах па-
раллелепипеда. Согласно формулам (15)–(17) будем иметь 
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Полагая, что внутри рассматриваемого прямоугольника расположен маг-
нит с намагниченностью M(n, m), направленной по оси y, будем иметь магнит-
ные потоки Ф1y в нижней (y = 0) и Ф2y верхней (y = b) сторонах параллелепи-
педа. Учитывая разную ориентацию этих сторон относительно направления 
оси y, из (19) будем иметь 

2
2

1 0 2 21 1 0 0

2
2

0 22 21 1

ch1
sin sin ( , )

sh sh

ch1 4
( , ) ,

sh sh

a h
nm

y nm nm nm
n m

nm nm

nm
nm nm nm

n m
nm nm

b n m
C D x zdxdz M n m ah

a hb b

b ah
C D M n m ah

nmb b

 

 

 

 

            
   
 
     

   
2

2
2 0 2 21 1 0 0

2
2

0 22 21 1

1
sin sin ( , )

1 4
( , ) .

a h
nm

y nm nm nm
n m

nm nm

nm
nm nm nm

n m
nm nm

ch b n m
C D x zdxdz M n m ah

a hsh b sh b

ch b ah
C D M n m ah

nmsh b sh b

 

 

 

 

            
   
 
      

   
 

Из условия Ф1y + Ф2y = 0 находим 
2 2ch ch 0.nm nm nm nm nm nmC D b C b D       

Откуда следует важное равенство 
 .nm nmC D    (21) 

Применительно к формуле (33) будем иметь 
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Из условия Ф1x + Ф2x = 0 находим 
    cos 1 cos 1 0.nm nmm n C D        (22) 

Из равенства (22) следует, что при нечётных значениях порядков гармоник n 
и m будет справедливо ранее полученное равенство (21). Такой же результат будет 
иметь место, когда одни из гармоник будут чётны, а другие нечётны. 

Обращаясь к формуле магнитной индукции (20), найдём 
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Из условия Ф1z + Ф2z = 0 находим выражение, совпадающее с формулой 
(22). 

Выводы. 1. Решение уравнения Лапласа для параллелепипеда является 
суммой решений трёх частных задач. 

2. Граничные функции параллелепипеда являются нечётными периодиче-
скими по двум переменным функциями, периоды которых равны длинам соот-
ветствующих сторон параллелепипеда. 

3. Постоянные Фурье частичных решений задачи являются коэффициен-
тами разложения граничных периодических функций двух переменных в три-
гонометрический ряд Фурье. 

4. В двумерных рядах решения уравнения Лапласа для нечётных и для со-
вокупности одновременно чётных и нечётных гармоник постоянные Фурье от-
личаются только знаками. 
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Aleksandr A. AFANASYEV, Nadezhda N. IVANOVA 

SOLUTION TO A MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE LAPLACE EQUATION BY SEPARATION OF VARIABLES 

IN A RECTANGULAR PARALLELEPIPED 
Key words: mathematical modeling, partial differential equations of elliptic type, Laplace 
equation, rectangular parallelepiped, Fourier constants. 

The aim of the study is to solve the boundary value problem for the Laplace equation in a 
rectangular parallelepiped by the method of separation of variables and to estimate the 
obtained Fourier variable separation constants. 
Materials and methods. Methods of mathematical physics were used to solve the boundary 
value problem for the Laplace equation. The initial problem was divided into three standard 
ones, in which the inhomogeneous boundary conditions were given only on  two parallel 
sides, for the rest of the problem they being assumed to be equal to 0. 
Results. The boundary value problem for the Laplace equation in a rectangular parallele-
piped has been broken down into three problems. Partial solutions to these problems under 
given boundary conditions have been obtained. The Fourier variable separation constants 
are estimated. 
Findings. The solution to the Laplace's equation for a parallelepiped is the sum of the so-
lutions to three partial problems. The boundary functions of a parallelepiped are odd peri-
odic over two variable functions whose periods are equal to the lengths of the correspond-
ing sides of the parallelepiped. The Fourier constants of partial solutions to the problem 
are the coefficients of the expansion of the boundary periodic functions of two variables 
into a trigonometric Fourier series. In two-dimensional series of the solution to the La-
place's equation for odd-numbered harmonics and for a set of simultaneously even and odd 
harmonics, the Fourier constants differ only in signs. 
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