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Введение. Решение уравнения Лапласа методом разделения переменных Фурье для 
цилиндрических областей позволяет исследовать электромеханические устройства 
в формате 3D. 
Цель исследования – получение аналитических выражений для магнитных потен-
циалов и индукций внешних трехмерных пространств электромеханических 
устройств в цилиндрической системе координат. 
Материалы и методы. Неизвестные постоянные в выражениях для рассматрива-
емых областей находятся из граничных условий магнитного поля на общих границах 
электромеханического устройства с его внешним пространством: скалярные маг-
нитные потенциалы и магнитные индукции одинаковы, токовые листы испыты-
вают скачок. При получении аналитических выражений использовались методы ма-
тематической физики. 
Результаты исследований. Для нахождения постоянных Фурье рассмотрены внеш-
ние трёхмерные пространства классических электромеханических устройств (гене-
раторов, двигателей), которые в цилиндрической системе координат представля-
ются как полыми, так и сплошными цилиндрами, стыкующимися с активными обла-
стями устройств своими цилиндрическими или торцевыми поверхностями. Получены 
общие выражения для магнитных потенциалов и индукций внешних пространств на 
основе решения уравнения Лапласа, как задачи Штурма–Лиувилля, методом разделе-
ния переменных Фурье. Проанализированы магнитные поля внешних пространств ис-
ходного полого цилиндра: наружного цилиндра с бесконечно большим радиусом; внут-
реннего сплошного цилиндра; торцевых цилиндров конечной длины. Эти данные дают 
возможность увеличить необходимое количество уравнений для нахождения требуе-
мого числа постоянных Фурье при аналитическом расчёте электромеханических 
устройств методом разделения переменных. 
Выводы. Получены аналитические выражения для граничных значений магнитных 
потенциалов и индукций внешнего пространства, примыкающего к активным обла-
стям электромеханических устройств с воздушными зазорами как радиального, так 
и аксиального вида. 
 

Введение. Большинство электромеханических устройств может иметь ма-
тематическое описание в цилиндрических координатах. Формирование мате-
матических моделей этих устройств методом разделения переменных Фурье 
на основе граничных условий для магнитного поля требует обращения к усло-
виям стыковки поля на внешней границе активной области моделируемого 
объекта. В этой связи анализ внешнего магнитного поля в окружающих про-
странствах цилиндрической формы достаточно актуален. Поскольку модели 
электрических машин на базе метода разделения переменных начали исполь-
зоваться на практике сравнительно недавно, исследований по теме настоящей 
статьи также невелико. Например, решение уравнения Лапласа для пологого 
цилиндра конечной длины отсутствует в известных справочниках по линей-
ным уравнениям математической физики [8]. 
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Цель исследования – получение аналитических выражений на базе урав-
нений математической физики [3, 4, 7] для магнитных потенциалов и индукций 
внешних трехмерных пространств электромеханических устройств в цилин-
дрической системе координат. 

Материалы и методы. Активное пространство (магнитные сердечники 
с воздушными зазорами между ними) большинства электромеханических 
устройств с радиальным воздушным зазором можно представить в виде сово-
купности вложенных друг в друга полых цилиндров. 

В устройствах с аксиальными воздушными зазорами полые цилиндры 
имеют торцевую стыковку друг с другом [12]. 

Магнитные поля в каждом из этих цилиндров описываются на базе метода 
разделения переменных Фурье функциями Бесселя [1, 5, 6, 9–11]. Неизвестные 
постоянные этого метода находятся из условий на общих границах сопрягае-
мых полых цилиндров: скалярные магнитные потенциалы и магнитные индук-
ции одинаковы, токовые листы (МДС) испытывают скачок. 

Результат исследования. Для использования граничных условий 
на внешних границах устройств нужно иметь математическое описание маг-
нитного поля окружающего пространства, которое можно представить также 
в виде полых цилиндров с соответствующими внешними значениями коорди-
нат r,  и z. Получены выражения для магнитных потенциалов и индукций для 
внешних пространств цилиндрической формы с конечной длиной и с различ-
ными внешними радиусами, включая и бесконечно большие. 

Цилиндрическое внешнее пространство, примыкающее к наружной ци-
линдрической поверхности полого цилиндра конечной длины.  Одной из частей 
наружного пространства исходного полого цилиндра заданной длины (рис. 1) 
является также полый цилиндр той же длины, у которого наружный радиус b 
стремится к бесконечности. 

 

 
Рис. 1. Продольный разрез исходного полого цилиндра 

 

Скалярный магнитный потенциал полого цилиндра описывается выраже-
нием [1] 
  ),,( zru  ),,(1 zru ),,(2 zru  .  (1) 

Слагаемые выражения (1) задаются формулами: 
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где Jn и Nn – функции Бесселя первого и второго рода соответственно; In и Kn – 
модифицированные функции Бесселя перового и второго рода, или функции 

Инфельда и Макдональда, соответственно; )(n
k  – собственные числа: 
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k  в формуле (2), соответствующие порядку n 

и корню k цилиндрических функций Jn и Nn, находятся в качестве корней не-
линейных уравнений, зависящих только от радиусов a и b: 
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Будем полагать, что цилиндрическая поверхность, внешняя к исходному 
полому цилиндру, имеет одинаковую длину с ним и наружные радиусы: внут-
ренний a1 = b, внешний b1. 

 
Рис. 2. Исходный полый цилиндр (2)  

и его внешние цилиндрические пространства: наружное (1) и торцевое (3) 
 
 

При b1   функции Jn и Nn имеют следующие асимптотические прибли-
жения [6, 11]: 
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Приняв в (7) 1 ( )b    , получим нелинейное уравнение для нахожде-

ния собственных чисел ( )n
k  для этого внешнего пространства 
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В выражении (3) для потенциала ),,(2 zru   при br  модифицирован-

ная цилиндрическая функция Бесселя первого рода (функция Инфельда) 

( )n kI r  стремиться к бесконечности. Поэтому неизвестную постоянную Cnk 

в этой формуле следует принять равной нулю, поскольку магнитный потен-
циал u2(r, , z) не может становиться бесконечно большим при r = b  . 

Формула (3) для рассматриваемого внешнего пространства будет содер-
жать только одну неизвестную постоянную Dnk 

 ),,(2 zru  =
1 1

( )sin cosnk n k k
n k

D K r z n
 

 

   .   

При r = a1 = b формула (2) принимает нулевое значение: u1(b, , z) = 0. То-
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Торцевые внешние пространства полого цилиндра конечной длины. 
Это внешнее пространство имеет ту же толщину, что и у исходного полого 
цилиндра (рис. 2). При формировании граничных условий на торцах исходного 
цилиндра с длиной l1 координата z будет принимать значения ноль или l1 
 10,( ).z l  (11) 

Для внешнего торцевого цилиндра с длиной l   магнитный потенциал 
для границы (11) согласно формулам (1)–(4) будет иметь вид 
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где собственные числа 
)(n

k , зависящие, согласно формуле (5), только от ради-
усов a и b, будут иметь те же значения, что и у исходного цилиндра. 

Цилиндрическое внешнее пространство, примыкающее к внутренней 
цилиндрической поверхности полого цилиндра конечной длины. Этим внеш-
ним пространством является сплошной цилиндр с той же длиной, что и исход-
ный цилиндр. 

 

 
Рис. 3. Основной полый цилиндр 1 и его внутреннее пространство 2 

в виде сплошного цилиндра 
 

Из литературы, например [2, 8], известно выражение для скалярного маг-
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лярного магнитного потенциала сплошного цилиндра 
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где a, l – соответственно радиус и длина цилиндра; nk  – корни уравнения 
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)( rI kn   – модифицированная функция Бесселя первого рода (функция Ин-

фельда); Ank, Bnk, Cnk – неизвестные постоянные. 
Применительно к внутренней границе r = a исходного цилиндра имеем из 

(12), (13) 
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Координатные составляющие магнитной индукции для внешнего про-
странства находятся путем дифференцирования скалярного магнитного  

r 

z 

a 
b 

l 

0 

1 
2 



Технические науки 21 

 

. 

потенциала (12) по координатам r, , z. С учётом выражений (9) и (10) будем 
иметь 
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Выводы. 1. Получены выражения для граничных значений магнитных по-
тенциалов и индукций внешнего пространства, примыкающего к активным об-
ластям электромеханических устройств с воздушными зазорами как радиаль-
ного, так и аксиального вида. 

2. Неизвестные постоянные в полученных граничных формулах находятся 
из условий на наружных границах устройства: скалярные магнитные потенци-
алы и магнитные индукции одинаковы, токовые листы (МДС) испытывают 
скачок на величину полного тока листа. 
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Aleksandr A. AFANASYEV 

OUTER CYLINDRICAL SPACES  
OF A HOLLOW CYLINDER OF FINITE LENGTH 

Key words: hollow and solid cylinders, Laplace equation, boundary conditions, electrome-
chanical devices with radial and axial gaps. 

Introduction. The solution of the Laplace equation by the method of separation of Fourier 
variables for cylindrical domains makes it possible to study electromechanical devices in 
3D format. 
The purpose of the study is to obtain analytical expressions for magnetic potentials and 
inductions of external three-dimensional spaces of electromechanical devices in a cylindri-
cal coordinate system. 
Materials and methods. The unknown constants in the expressions for the regions under 
consideration are found from the boundary conditions of the magnetic field at the common 
boundaries of the electromechanical device with its outer space: the scalar magnetic po-
tentials and magnetic inductions are the same, the current sheets experience a jump. When 
obtaining analytical expressions, the methods of mathematical physics were used. 
Research results. To find the Fourier constants, the outer three-dimensional spaces of clas-
sical electromechanical devices (generators, motors) are considered, which in a cylindrical 
coordinate system are represented by both hollow and solid cylinders joining the active 
regions of the devices with their cylindrical or end surfaces. General expressions for mag-
netic potentials and inductions of external spaces are obtained based on the solution of the 
Laplace equation as the Sturm–Liouville problem by the Fourier method of separation of 
variables. The magnetic fields of the outer spaces of the original hollow cylinder are ana-
lyzed: an outer cylinder with an infinitely large radius; internal solid cylinder; end cylin-
ders of finite length. These data make it possible to increase the required number of equa-
tions to find the required number of Fourier constants in the analytical calculation of elec-
tromechanical devices by the method of separation of variables. 
Findings. Analytical expressions for the boundary values of magnetic potentials and in-
ductions of the external space adjacent to the active regions of electromechanical devices 
with air gaps of both radial and axial form are obtained. 
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