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Целью исследования являются построение алгоритма нахождения обратных эле-
ментов в алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 и решение нелинейного уравнения Силь-
вестра 𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶. 
Материалы и методы. С помощью основных операций сопряжения в алгебрах 
Клиффорда найти алгоритм нахождения обратных элементов. Применить данный 
алгоритм для решения уравнения Сильвестра. 
Результаты исследования. В алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎, которые имеют 
большое приложение в физике, найден метод нахождения обратных элементов, 
найдены уравнения для нахождения делителей нуля. Найденный алгоритм использу-
ется для решения уравнения Сильвестра. Для алгебр Клиффорда четной размерности 
𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑 дается алгоритм нахождения обратных элементов. Нахождение обратных 
элементов тесно связано с понятием делителей нуля в этих алгебрах. Метод нахож-
дения обратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, при этом 
используются четностное сопряжение, сопряжение реверс и сопряжение Клиффорда. 
Для нечетной алгебры Клиффорда 𝑹𝟓,𝟎 найдено сопряжение, с помощью которого 
можно применять алгоритм нахождения обратного элемента. Метод нахождения 
обратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, которое, 
в частности, используется для обеспечения робастности пьезопривода с использова-
нием метода управляемой относительной интервальности. 
Выводы. Построен алгоритм нахождения обратных элементов и решено уравнение 
Сильвестра в алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎. 
 
Введение. Алгебры Клиффорда – это одно из актуальных направлений со-

временной математики. Хорошо известно их применение в математике, в фи-
зике, космической динамике, робототехнике, в частности для разработки алго-
ритмов распознавания, для обеспечения робастности пьезопривода с использо-
ванием метода управляемой относительной интервальности. Вопрос о нахожде-
нии обратных элементов и решение уравнения Сильвестра остается важней-
шей задачей. 

Целью исследования являются построение алгоритма нахождения обрат-
ных элементов в алгебрах Клиффорда 𝐑𝟒,𝟎,𝐑𝟏,𝟑,𝐑𝟓,𝟎 и решение нелинейного 
уравнения Сильвестра 𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶. 

Материалы и методы. С помощью основных операций сопряжения в ал-
гебрах Клиффорда найден алгоритм нахождения обратных элементов. Этот ал-
горитм применяется для решения уравнения Сильвестра. 

Пусть 𝑅 ,  – действительная алгебра Клиффорда размерности m = 2n 

(n = p + q) с базисом 𝑒 𝑒 … 1 𝑖 ⋯ 𝑖 𝑛, где мультииндекс  
α 𝑖 . . . 𝑖  пробегает все подмножества в множестве {1,…,n}, совокупность  
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которых обозначим через 𝛤 . Пусть 𝑒 1, 𝑒 , . . . . 𝑒  – генераторы базиса,  
𝑒 ... 𝑒 . Произведение в 𝑅 ,  определяется соотношением 

𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 2𝛿 ε , 
где ε 𝑒 1, 𝑖 1, . . . , 𝑝; ε 𝑒 1, 𝑖 𝑝 1, . . . ,𝑝 𝑞. 

Произвольный элемент алгебры Клиффорда 𝑅 ,  записывается в виде 

𝑤 𝑥 𝑒 ,
∈

 (1)

где 𝑥  – действительные числа. 
Выражение (1) можно записать и в другой форме 

𝑤 𝑧 𝑒 ,
∈

 

где 𝑧  – комплексные или двойные числа. 
Множество элементов алгебры Клиффорда, коммутирующих со всеми 

элементами базиса, называется центром. Известно, что для нечетной алгебры 
Клиффорда центр имеет вид 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 , где 𝑒 𝑒 𝑒 . . . 𝑒 , для четной алгебры 
Клиффорда центр имеет вид 𝑥 𝑒  [4, 8]. 

В алгебрах Клиффорда исследования по решению уравнения Сильвестра 
проводились в работах [6, 9, 10]. В работе [9] дан метод решения уравнения 
Сильвестра в алгебрах Клиффорда малых размерностей 𝑛 𝑝 𝑞 3. В ра-
боте [10] дается метод построения частного решения уравнения Сильвестра 
в алгебрах Клиффорда размерности 𝑛 𝑝 𝑞 4. При этом используется ме-
тод нахождения обратных элементов [8] и вычислительная программа. В ра-
боте [2] для действительных алгебр Клиффорда изучены вопросы существова-
ния обратных элементов и найдены формулы для их вычисления по аналогии 
с методом блочных матриц. 

Алгебра Клиффорда 𝑹𝟏,𝟑 (алгебра пространства-времени) используется 
в физике [3, 5]. Алгебра Клиффорда 𝑹𝟒,𝟏 широко используется в геометрии, 
робототехнике и компьютерном моделировании [7, 1]. 

1. Действительная алгебра Клиффорда. Пусть 𝑅 ,  – действительная 
алгебра Клиффорда. Произвольный элемент алгебры 𝑅 ,  представим в виде 
(1). Рангом базисного элемента 𝑒  назовем длину мультииндекса α. Элемент 
𝑤 ∈ 𝑅 ,  запишем в виде суммы элементов рангов от 0 до n: 

𝑤 𝑤 . 

В монографии [4. С. 81–83] введены три операции сопряжения: реверс, 
четностное сопряжение, клиффордово сопряжение. Операция сопряжения ре-
верс 𝑤 → 𝑤 такова, что она обращает порядок следования множителей в про-
изведении генераторов: 

𝑒 𝑒 . . . 𝑒 𝑒 . . . 𝑒 𝑒 . 
Для элемента 𝑤 ∈ 𝑅 ,  имеем 

𝑤 1 𝑤 . 
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Операция четностного сопряжения 𝑤 → 𝑤∧ такова, что нечетные эле-
менты умножаются на –1, а четные элементы не меняются: 

𝑤∧ 1 𝑤 . 

Клиффордово сопряжение – это суперпозиция четностного сопряжения 
и реверса: 𝑤 → 𝑤 𝑤∧. Для элемента 𝑤 ∈ 𝑅 ,  имеем 

𝑤 1 𝑤 . 

Эти операции обладают свойствами [4. С. 81–83; 2]: 
𝑤 𝑤; 𝑢𝑣 𝑣 ⋅ 𝑢; 𝑢 𝑣 𝑢 𝑣; 
𝑤∧∧ 𝑤; 𝑢𝑣 ∧ 𝑢∧𝑣∧;  𝑢 𝑣 ∧ 𝑢∧ 𝑣∧; 
𝑤 𝑤; 𝑢𝑣 𝑣 ⋅ 𝑢; 𝑢 𝑣 𝑢 𝑣. 

Введем другую операцию сопряжения, которая понадобится нам в даль-
нейшем. Обозначим 𝑤∗ ε 𝑒 𝑤𝑒 , где ε 𝑒 . Введенная операция сопряже-
ния обладает следующими свойствами: 

𝑤∗∗ 𝑤;  𝑢 𝑣 ∗ 𝑢∗ 𝑣∗;  𝑢𝑣 ∗ 𝑢∗𝑣∗;  𝑤∗ 𝑤 ∗. 
В работе [11] введена еще одна операция сопряжения: 

𝑤 1 𝑤 . 

2. Уравнение Сильвестра в матричной форме. В работе [9] в алгебрах 
Клиффорда размерности 2 найдено частное решение уравнения Сильвестра. 
Основной метод решения заключался в следующем: для произвольного эле-
мента алгебры 𝑤 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒   находился сопряженный эле-
мент 𝑤 такой, что 𝑤 𝑤 и 𝑤 ⋅ 𝑤 действительные числа. Используя эту идею, 
найдем решение уравнения Сильвестра для матриц второго порядка. 

Рассмотрим уравнение Сильвестра вида 
𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶, (2)

где 𝐴
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎 , 𝐵

𝑏 𝑏
𝑏 𝑏 ,𝐶

𝑐 𝑐
𝑐 𝑐 , 𝑋

𝑥 𝑥
𝑥 𝑥

 

– мат-

рицы с действительными коэффициентами.

   Обозначим через 𝐵 матрицу вида 𝐵
𝑏 𝑏
𝑏 𝑏 . Тогда 

𝐵 𝐵
𝑏 𝑏 0

0 𝑏 𝑏 , 

𝐵𝐵
𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 0

0 𝑏 𝑏 𝑏 𝑏 . 

Уравнение (2) умножим слева на 𝐴, затем уравнение (2) умножим справа 
на 𝐵 и сложим оба равенства. В результате получим 

𝐴 𝐴𝑋 𝐵 𝐵 𝑋𝐵𝐵 𝐴𝐶 𝐶𝐵. 
Уравнение Сильвестра (2) сводится к уравнению вида 

 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝑋 𝐴𝐶 𝐶𝐵. (3) 
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Если 
det 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵𝐵 0, 

то решение уравнения (2) запишется в виде 
𝑋 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐴𝐶 𝐶𝐵 . 

Покажем, что решение уравнения (3) является решением уравнения (2). 
Пусть 𝑋  – решение уравнения (3), т.е. 

𝐴 𝑋 𝐴𝑋 𝐵 𝐵 𝑋 𝐵𝐵 𝐴𝐶 𝐶𝐵 0. 
Преобразуем его к следующему виду: 

𝐴 𝐴𝑋 𝑋 𝐵 𝐶 𝐴𝑋 𝑋 𝐵 𝐶 𝐵 0. 
Предположим, что 𝑋  не является решением (2), т.е. 𝐴𝑋 𝑋 𝐵 𝐶 𝐶 0. 

Тогда получим равенство 
 𝐴𝐶 𝐶 𝐵 0.  (4) 

Умножим равенство (4) слева на 𝐴, затем уравнение (4) умножим справа 
на 𝐵 и сложим оба равенства. В результате получим 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐶 0. 
Так как det 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐵𝐵 0, то 𝐶 0 и 𝑋  является решением (2). 

Аналогично решается уравнение Сильвестра для матриц второго порядка 
с комплексными коэффициентами. 

3. Алгебра 𝑹𝟒,𝟎. Базис алгебры 𝑅 ,  образуют элементы 
𝑒 ∈ 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 

где 
𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 ; 
𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒  𝑒 𝑒 𝑒 ; 

𝑒 𝑒 𝑒 . 
Центр алгебры образуют элементы вида 𝑥 𝑒 . Произвольный элемент ал-

гебры можно представить в действительной и комплексной форме 

𝑤 𝑥 𝑒 𝑧 𝑒
∈

,
∈

 (5)

где Γ  – обозначает совокупность подмножеств в множестве {1, 2, 4}; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ;  
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ;  
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 , 

где 𝑧  – комплексные числа, так как 𝑒 𝑒 . 
Запишем равенство (5) в виде 

 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 ,  (6) 
где 

𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 

Операции четностного сопряжения, реверс, операцию сопряжения Клиф-
форда также можно записать в виде (6) 

𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 ; 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 ; 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 ; 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ;  𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ;  𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ;  𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 
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Обозначим 𝑤∗ 𝜀 𝑒 𝑤𝑒 . Из предыдущих равенств следует, что 
𝑤∗ 𝑤∗𝑒 𝑤∗𝑒 , 

где 
𝑤∗ 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 

𝑤∗ 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 
Заметим, что 

𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑤∗ 𝑒  
 2𝑧 2 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑒 ; 
𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑤∗ 𝑒  
 2𝑧 2 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑒 ; 
𝑤 𝑤 2𝑧 2 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 𝑒  

(при применении операции сопряжения Δ перед элементом 𝑒  ставится проти-
воположный знак). Поэтому 𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 4𝑥 . Найдем произведение 𝑤𝑤: 
𝑤𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑤∗ 𝑤 𝑤∗ 𝑒  

 𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑤∗ 𝑤 𝑤∗ ∗ 𝑒 𝑀 𝑁𝑒 , 
где 𝑀 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧  – комплексное число; 

𝑁  2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 ; 
𝑦 𝐼𝑚 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ; 
𝑦 𝑅𝑒 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ; 
𝑦 𝐼𝑚 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 . 

Отсюда следует, что 
𝑤 ⋅ 𝑤 𝑤 ⋅ 𝑤 𝑀 𝑒 𝑁 𝑀∗ 𝑒 𝑁, 𝑤 ⋅ 𝑤  

𝑀∗ 𝑁𝑒 ,𝑀∗ 𝜀 𝑒 𝑀𝑒 . 
Тогда имеем 
𝑤𝑤 𝑤𝑤 𝑀 𝑁𝑒 𝑀∗ 𝑁𝑒 𝑀 𝑀∗  действительное число; 
𝑤𝑤 ⋅ 𝑤𝑤 𝑀 𝑁𝑒 𝑀∗ 𝑁𝑒 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗  действительное 

число, так как 
𝑁∗ 𝜀 𝑒 𝑁𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 , 

𝑁 ⋅ 𝑁∗ 4 𝑦 𝑦 𝑦 𝑦 . 
Делители нуля в 𝑅 ,  определяются равенством 

𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗  
𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧  

𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 4 𝑦 𝑦 𝑦 𝑦 0. 
Если 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ 0, то обратный элемент существует и находится 

по формуле 

𝑤
𝑤 𝑤𝑤

𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ ,  𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ 0. 

Рассмотрим функциональное уравнение 
 𝐴𝑋 𝐵,  (7) 
где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅 , ,𝑋 ∈ 𝑅 ,  неизвестный элемент. 

Если элемент 𝐴 имеет обратный 

𝐴
𝐴 𝐴𝐴

𝑀 𝑀 ∗ 𝑁 𝑁 ∗, 

где 𝐴𝐴 𝐴𝐴 𝑀 𝑀 ∗ 𝑁 𝑁 ∗ 0, то уравнение (7) имеет решение 
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𝑋 𝐴 𝐵
𝐴 𝐴𝐴 𝐵

𝑀 𝑀 ∗ 𝑁 𝑁 ∗. 

Рассмотрим теперь уравнение Сильвестра 
 𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶, (8) 
где 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑅 ,  – известные элементы алгебры 𝑅 , ; 𝑋 ∈ 𝑅 ,  – неизвестный 
элемент. 

Приведем уравнение (8) к виду (7). Сначала умножим равенство (8) слева 
на 𝐴 , затем умножим равенство (8) слева на 𝐴 , а справа на 𝑝 , далее умножим 
(8) слева на 𝐴, а справа на 𝑝 , далее умножим (8) справа на 𝑝  и все равенства 
сложим. В результате имеем 

𝐴 𝑋 𝐴 𝑋𝐵 𝐴 𝐶, 𝐴 𝑋𝑝 𝐴 𝑋𝐵𝑝 𝐴 𝐶𝑝 , 
𝐴 𝑋𝑝 𝐴𝑋𝐵𝑝 𝐴𝐶𝑝 ,𝐴𝑋𝑝 𝑋𝐵𝑝 𝐶𝑝 ,   
𝐴 𝑋 𝐴 𝑋 𝐵 𝑝 𝐴 𝑋 𝐵𝑝 𝑝 𝐴𝑋 𝐵𝑝 𝑝 𝑋𝐵𝑝  
𝐴 𝐶 𝐴 𝐶𝑝 𝐴𝐶𝑝 𝐶𝑝 . 

(9)

Уравнение (8) приводится к виду (7) относительно неизвестного 𝑋 ∈ 𝑅 , , 
если выражения 𝐵 𝑝 ,𝐵𝑝 𝑝 ,𝐵𝑝 𝑝 ,𝐵𝑝  – действительные числа.  

Если 𝑝 𝐵 𝐵𝐵 , то 𝐵𝑝 𝐵𝐵 𝐵𝐵  – действительное число. Выражение  
𝐵 𝑝  – действительное число, если 𝑝 𝐵 𝐵 𝐵 . Далее положим  

𝑝 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 . Имеем 

𝐵𝑝 𝑝 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵

𝐵𝐵 𝐵𝐵 4 𝑏 𝑏 𝑒 4 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒
𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 . 

Это действительное число. Покажем, что 𝐵𝑝 𝑝  – действительное число. 
В самом деле 

𝐵𝑝 𝑝 𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵𝐵  

𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 . 
𝐵 𝐵 2 𝑧 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑒  

2 𝑧 𝑒 𝑁 𝑒 ; 
𝐵 𝐵 2 𝑧 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑏 𝑒 𝑒  

2 𝑧 𝑒 𝑁 𝑒 ; 
𝐵𝐵 𝑀∗𝑒 𝑁𝑒 ; 𝐵𝐵 𝑀𝑒 𝑁𝑒 . 

Поэтому 
𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 2 𝑧 𝑒 𝑁 𝑒 𝑀∗ 𝑁𝑒  
2 𝑀 𝑁𝑒 𝑧 𝑒 𝑁 𝑒 2𝑧 𝑀∗ 2𝑀𝑧 2 𝑁 𝑁∗ 𝑁𝑁∗  

является действительным числом. 
Уравнение Сильвестра (8) приводится к виду 

 𝐴 𝑋 𝐵 ,  (10) 
где 

𝐴 𝐴 𝐴 𝐵 𝑝 𝐴 𝐵𝑝 𝑝 𝐴 𝐵𝑝 𝑝 𝐵𝑝 , 
𝐵 𝐴 𝐶 𝐴 𝐶𝑝 𝐴𝐶𝑝 𝐶𝑝 . 
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Если элемент 𝐴  имеет обратный, то 

𝑋 𝐴 𝐵
𝐴 𝐴 𝐴 𝐵
𝑀 𝑀∗ 𝑁 𝑁∗, (11)

где 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 𝑀 𝑀∗ 𝑁 𝑁∗ 0. 
4. Алгебра 𝑹𝟏,𝟑. Рассмотрим теперь алгебру Дирака 𝑅 , . Базис алгебры 

образуют элементы 
𝑒 ∈ 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 

где 
𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 ; 

𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 ; 
𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 𝑒 ; 

𝑒 𝑒 . 
Центр алгебры образует элемент 𝑒 . Произвольный элемент представим в 

виде  

𝑤 𝑥 𝑒 𝑧 𝑒
∈

,
∈

 (12)

где комплексными числами являются 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 . 

Запишем равенства (12) в виде 
𝑤 𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 , 

где 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ;  𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 
Отсюда получим 
𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑤 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 
Найдем произведение 𝑤 ⋅ 𝑤: 

𝑤 ⋅ 𝑤 𝑀 𝑁𝑒 , 
где 

𝑀  𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧  – комплексное число; 
𝑁 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 2𝑦 𝑒 ; 

𝑦 Im 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ; 
𝑦 Re 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ; 
𝑦 Im 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 ; 
𝑦 Im 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 𝑧 , 
Отсюда следует, что 

𝑤𝑤 𝑀∗ 𝑁𝑒 . 
Произведение 𝑤𝑤 𝑤𝑤 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ – действительное число. Обрат-

ный элемент находится по формуле 

𝑤
𝑤 𝑤𝑤

𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ , 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ 0. 

Проводя вычисления, аналогичные вычислениям пункта 2, получаем, что 
решение уравнения Сильвестра (8) находится по формуле (11). 
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5. Алгебра 𝑹𝟓,𝟎. Базис алгебры образуют элементы 𝑒 ∈ , центр эле-
менты 𝑒  и 𝑒 𝑒 . Произвольный элемент алгебры представим в виде 

𝑤 𝑥 𝑒 𝑧 𝑒
∈

,
∈

 (13)

где 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ; 
𝑧 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 . 

Заметим, что �̃� 𝑒 , �̂� 𝑒 , 𝑒 𝑒 , 𝑒 𝑒 ; в равенстве (13) 𝑧  – двой-
ные числа. 

Равенство (13) запишем в виде 

𝑤 𝑧 𝑒 𝑢 𝑒
∈∈

𝑤 𝑒 𝑤 𝑒 , 

где 
𝑤 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 ; 

𝑤 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 ; 
𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 𝑢 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 

Заметим, что элементы 𝑢 ,𝑢  коммутируют друг с другом, так как при-
надлежат коммутативной подалгебре, образованной элементами базиса 
𝑒 , 𝑒 , 𝑒 , 𝑒 . 

Введем сопряжение, которое отличается от сопряжения Клиффорда в 𝑅 , : 
𝑤 𝑤 𝑒 𝑒 𝑤  

𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑒 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 𝑢 𝑒 . 
Заметим, что в алгебре 𝑅 ,  𝑤 𝑤. Найдем сумму 𝑤 𝑤 : 

𝑤 𝑤 2 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 
Из этого равенства следует, что 

𝑤 𝑤 2 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 ; 
𝑤 𝑤 2 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 𝑧 𝑒 . 

Отсюда следует, что 
𝑤 𝑤 𝑤 𝑤 4𝑧 𝑒 4 𝑥 𝑒 𝑥 𝑒 ∈ 𝑍. 

Умножим элемент w на 𝑤 . Проведем вычисления, аналогичные вычисле-
ниям пункта 2, получим 
 𝑤 ⋅ 𝑤 𝑀 𝑁𝑒 ,  (14) 
где М 𝑢0

2 𝑢1
2 𝑢2

2 𝑢12
2 𝑢4

2 𝑢14
2 𝑢24

2 𝑢124
2  и 𝑁 2𝑧 𝑒 2𝑧 𝑒  

2𝑧 𝑒 2𝑧 𝑒 , 𝑧 𝑥 𝑦 𝑒 – двойные числа. 
Из равенства (14) следует, что 

𝑤𝑤 𝑀 𝑁𝑒 𝑀∗ 𝑁𝑒 , 
где 𝑀∗ 𝜀 𝑒 𝑀𝑒 . 
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Тогда имеем 
𝑤𝑤 𝑤𝑤 𝑀𝑒 𝑁𝑒 𝑀∗𝑒 𝑁𝑒 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ 𝑒 . 

Заметим, что 𝑀𝑀∗ 𝑁𝑁∗ 𝐿𝑒 𝐾𝑒  – двойное число. Делители нуля 
в 𝑅 ,  определяются равенством 𝐿 𝐾 0. Если 𝐿 𝐾 0, то обратный 
элемент определяется равенством 

𝑤
𝑤 𝑤𝑤 𝐿𝑒 𝐾𝑒

𝐿 𝐾
. 

Рассмотрим в 𝑅 ,  функциональное уравнение 
 𝑃𝑋 𝑄,  (15) 
где 𝑃,𝑄 ∈ 𝑅 , ,𝑋 ∈ 𝑅 ,  – произвольный элемент. 

Если элемент 𝑃 имеет обратный, то 

𝑃
𝑃 𝑃𝑃 𝐿𝑒 𝐾𝑒

𝐿 𝐾
, 𝐿 𝐾 0. 

Тогда уравнение (6) имеет решение 

𝑋 𝑃 𝑄
𝑃 𝑃𝑃 𝐿𝑒 𝐾𝑒 𝑄

𝐿 𝐾
, 𝐿 𝐾 0. 

Рассмотрим функциональное уравнение Сильвестра 
 𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶,  (16) 
где 𝐴,𝐵,𝐶 известные элементы алгебры 𝑅 , , 𝑋 ∈ 𝑅 ,  – неизвестный элемент, 
который нужно найти. 

Повторяя рассуждения, проведенные в пункте 2, получаем равенство (9). 
Уравнение (16) приводится к виду (15) относительно переменной 𝑋 ∈ 𝑅 , , если 
выражения 𝐵 𝑝 ,𝐵𝑝 𝑝 ,𝐵𝑝 𝑝 ,𝐵𝑝  принадлежат центру алгебры 𝑅 , . 
Если 𝑝 𝐵 𝐵𝐵 , то 𝐵𝑝 𝐵𝐵 𝐵𝐵 ∈ 𝑍. Выражение 𝐵 𝑝 ∈ 𝑍, если 
𝑝 𝐵 𝐵 𝐵 . Далее положим 𝑝 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 . Тогда имеем 

𝐵𝑝 𝑝 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵
𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 ∈ 𝑍. 

Покажем, что 𝐵𝑝 𝑝 ∈ 𝑍. В самом деле 
𝐵𝑝 𝑝 𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵𝐵  

𝐵 𝐵 𝐵𝐵 𝐵𝐵 𝐵 𝐵 . 
Проведем рассуждения, аналогичные рассуждениям пункта 2, тогда 

имеем 𝐵𝑝 𝑝 ∈ 𝑍. 
Уравнение Сильвестра (16) приводится к виду (10). Если элемент 𝐴  имеет 

обратный, то решение уравнения Сильвестра записывается в виде 

𝑋 𝐴 𝐵
𝐴 𝐴 𝐴 𝐿𝑒 𝐾𝑒 𝐵

𝐿 𝐾
, 𝐿 𝐾 0. 

Выводы. В статье исследуется уравнение Сильвестра для матриц второго по-
рядка с действительными или комплексными коэффициентами. Для алгебр Клиф-
форда четной размерности 𝐑𝟒,𝟎,𝐑𝟏,𝟑, центр которых состоит из действительных 
чисел, дается алгоритм нахождения обратных элементов. Нахождение обратных 
элементов тесно связано с понятием делителей нуля в этих алгебрах. Обратный 
элемент находится с помощью сопряжения Клиффорда. Метод нахождения об-
ратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, при этом ис-
пользуется четностное сопряжение, сопряжение реверс и сопряжение Клиффорда. 
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Центр нечетной алгебры Клиффорда 𝐑𝟓,𝟎 состоит из двойных чисел. При нахож-
дении обратного элемента нельзя применять сопряжение Клиффорда. Найдено 
сопряжение, с помощью которого можно применять алгоритм нахождения обрат-
ного элемента в алгебре Клиффорда 𝐑𝟓,𝟎. Метод нахождения обратного элемента 
применяется для решения уравнения Сильвестра, которое, в частности, использу-
ется для обеспечения робастности пьезопривода с использованием метода управ-
ляемой относительной интервальности [1]. 
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Sergey P. KUZNETSOV, Vladimir V. MOCHALOV, Vasiliy P. CHUEV 

ALGORITHM FOR FINDING THE INVERSE ELEMENTS AND SOLUTION 
OF THE SILVESTER EQUATION IN THE CLIFFORD ALGEBRAS 

𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 

Key words: real Clifford algebra, conjugation in Clifford algebras, zero divisors, inverse 
element, Sylvester equation, robustness, piezodrive. 

The purpose of the work is to find an algorithm for finding inverse elements in the Clifford 
algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 and to solve the nonlinear Sylvester equation 𝐴𝑋 𝑋𝐵 𝐶. 
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. 

Materials and methods. Using the basic conjugation operations in Clifford algebras, find-
ing an algorithm for finding inverse elements. Application of this algorithm to solve the 
Sylvester equation. 
Results of the work. In Clifford algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎, which have a great application in 
physics, a method for finding inverse elements and equations for finding zero divisors were 
found. The found algorithm is used to solve the Sylvester equation. For Clifford algebras of even 
dimension 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑 an algorithm for finding inverse elements is given. Finding inverse ele-
ments is closely related to the concept of zero divisors in these algebras. The inverse element 
method is used to solve the Sylvester equation, using even conjugation, reverse conjugation and 
Clifford conjugation. For the odd Clifford algebra 𝑹𝟓,𝟎, a conjugation is found that can be used 
to apply the algorithm for finding the inverse element. The method of finding the inverse element 
is used to solve the Sylvester equation, which, in particular, is used to ensure the robustness of 
the piezodrive using the controlled relative interval method. 
Findings. An algorithm for finding inverse elements is constructed and the Sylvester equa-
tion is solved in the Clifford algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎. 
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