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О.Н. АНДРЕЕВ, Л.Н. ВАСИЛЬЕВА, Е.К. МАТВЕЕВ, А.Л. СЛАВУТСКИЙ 

ЧИСЛЕННОЕ И ЛАБОРАТОРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
НАСЫЩЕНИЯ ТРАНСФОРМАТОРА В ЗАВИСИМОСТИ  

ОТ НАЧАЛЬНОЙ ФАЗЫ ТОКА 

Ключевые слова: насыщение трансформатора тока, нелинейные искажения, фаза 
тока, апериодическая составляющая, вторичная обмотка. 

При коротких замыканиях в системах электроэнергетики возможны аварийные ре-
жимы, сопровождающиеся насыщением трансформаторов. При них во вторичной об-
мотке трансформатора возникают значительные искажения сигналов тока с возник-
новением апериодической составляющей и гармоник, уровень которых сопоставим с сиг-
налом на основной промышленной частоте. Требования к устройствам релейной за-
щиты и автоматизации предполагают необходимость определения времени от начала 
переходного процесса до начала искажений сигнала тока во вторичной обмотке. 
Цель исследования – анализ насыщения трансформатора в зависимости от началь-
ной фазы переходного процесса. 
Материалы и методы. Для моделирования участка энергосистемы использована 
платформа PSCAD. Модель позволяет на качественном уровне описывать насыще-
ние понижающего трансформатора при коротком замыкании на низкой стороне 
с учетом гистерезисных явлений в магнитной системе. Экспериментальная про-
верка проводилась в лабораторных условиях с использованием измерительного (про-
межуточного) трансформатора тока. 
Результаты. Показано, что в зависимости от фазы тока в момент начала пере-
ходного процесса картина насыщения и, соответственно, искажения тока суще-
ственно меняется. Искажение временной формы сигнала тока во вторичной об-
мотке трансформатора может начинаться как через доли периода сигнала про-
мышленной частоты, так и через несколько периодов. 
Выводы. Оценка режимов насыщения трансформаторов должна проводиться 
с учетом того, что начальные условия для переходных процессов при коротких за-
мыканиях являются случайными и при анализе таких процессов необходим учет 
сдвига фаз между током и напряжением. 

 

Введение. В последние годы ряд работ посвящён исследованию режимов 
насыщения трансформаторов тока (ТТ) [5, 9]. При этом рассматриваются методы 
компенсации и коррекции нелинейных искажений во вторичной обмотке ТТ 
[8, 14]. Это необходимо для обеспечения надёжной работы устройств релейной 
защиты и автоматики (РЗА), в частности дифференциальных защит [1, 6, 7]. Изу-
чаются характерные времена искажений, уровень апериодической составляющей 
и уровень высших гармоник во вторичной обмотке трансформатора тока [2]. Это 
может реализовываться при обработке и структурном анализе сигналов [4, 12, 16]. 

Требования ГОСТ Р 58669-20191 предполагают оценку времени от начала 
переходного процесса до начала искажений сигналов в трансформаторе. В силу 
сложности аналитического описания гистерезисных явлений в магнитной  

                                                      
1 ГОСТ Р 58669-2019. Единая энергетическая система и изолированно работающие энергосистемы. 
Релейная защита. трансформаторы тока измерительные индуктивные с замкнутым магнитопрово-
дом для защиты. Методические указания по определению времени до насыщения при коротких 
замыканиях. М.: Стандартинформ, 2020. 63 с. 
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системе трансформатора задача требует детального численного моделирова-
ния. Для аналитического описания может использоваться эквивалентирование 
[17, 18]. При этом моделирование самого трансформатора оказывается недо-
статочным. Необходимо моделирование участка энергосистемы. Современные 
программно-аппаратные комплексы позволяют осуществлять такое моделиро-
вание [3, 11]. Для этого требуется моделирование не только режимов транс-
форматора с учетом гистерезисных явлений в сердечнике, но и участков сети 
[5, 9]. Наиболее эффективные инструменты для такого моделирования осно-
ваны на алгоритме Доммеля (методе синтетических схем) [13]. 

В настоящей работе моделирование осуществляется на платформе PSCAD 
и экспериментально в лабораторных условиях. Показано, что при прочих рав-
ных условиях режим насыщения трансформатора существенно зависит 
от начальной фазы тока в момент начала переходного процесса. 

Методы исследования. Для моделирования переходного процесса 
в энергосистеме выбрана схема с двухсторонним питанием (рис. 1). Модель 
позволяет на качественном уровне описывать насыщение понижающего транс-
форматора при коротком замыкании (КЗ) на низкой стороне. На рис. 1 пред-
ставлена схема протекания токов. Выбор представленной схемы обусловлен 
возможностью изменения ее параметров и режимов. 

 

 
Рис. 1. Схема линии с двухсторонним питанием для моделирования в PSCAD:  

1G и 2G – питающие системы 230 кВ, 50 Гц, мощностью от 100 МВА;  
Z1, Z2 … Zn+2 – комплексная нагрузка; 2TV – силовой понижающий трансформатор 

 
Насыщение силового трансформатора 2TV может произойти например 

при КЗ на его низкой стороне, если произошло трёхфазное КЗ на нагрузке Zn 
и ток КЗ превышает ток насыщения самого трансформатора 2TV. То есть через 
трансформатор 2TV протекает мощность, превышающая номинальную мощ-
ность самого трансформатора 2TV. Это может произойти при наличии ошибки 
в расчёте максимальных токов КЗ и, как следствие, из-за неправильно подо-
бранного трансформатора 2TV. Также насыщение трансформатора 2TV даже 
при условии, что его параметры подобраны верно, может произойти при вклю-
чении трансформатора 2TV на нагрузку при наличии в ней КЗ. 

Мощность понижающего трансформатора 2TV 220кВ/10кВ выбиралась 
равной 100 МВА. 
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Для моделирования переходных процессов при КЗ в схеме рис. 1 исполь-
зована модель ТТ «Current Transformer (CT) – JA Model», описывающая гисте-
резисные явления в сердечнике трансформатора на основании уравнений 
Джайлса–Атертона [17]. Для изменения начальных условий при моделирова-
нии переходных процессов применялся режим симуляции многоразового за-
пуска. При моделировании задавались следующие параметры: количество вит-
ков в первичной и вторичной обмотках ТТ, мощность или сопротивление вто-
ричной нагрузки, индуктивность рассеяния ТТ по вторичной обмотке, пара-
метры магнитопровода (геометрические и магнитные), фаза тока при начале 
КЗ. Менялись параметры Z1, Z2 … Zn+2. Для обработки сигналов в PSCAD ис-
пользован алгоритм быстрого преобразования Фурье. 

Результаты численного моделирования. В процессе моделирования па-
кет PSCAD дает возможность строить петли намагничивания трансформатора 
в координатах B-H во время переходного процесса при КЗ. 

На рис. 2 приведены два характерных результата моделирования, отлича-
ющихся только моментом начала переходного процесса (фазой тока в первич-
ной обмотке трансформатора, см. рис. 1). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Форма сигналов тока в первичной (штрихпунктирная линия)  
и вторичной (сплошная линия) обмотках трансформатора при КЗ в разные моменты времени: 

а – при начальной фазе тока, близкой к /2; б – при начальной фазе тока, близкой к 0 
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На рис. 2 показаны форма токов в первичной и вторичной обмотках и апе-
риодические составляющие (пунктир), полученные при помощи фильтра 
Фурье. Если в верхней части рисунка значение тока в момент начала переход-
ного процесса близко к максимуму, то в нижней части – ток близок к нулю. 
То есть разница во времени начала КЗ составляет порядка четверти периода 
сигнала промышленной частоты. При этом картина искажения тока во вторич-
ной обмотке принципиально отличается. 

 

 
 а б 

Рис. 3. Петли намагничивания трансформатора  
а – при начальной фазе тока, близкой к /2;  
б – при начальной фазе тока, близкой к 0 

 

В первом случае апериодическая составляющая тока вместе с соответ-
ствующими нелинейными искажениями и уровнем высших гармоник сопоста-
вимы с сигналом основной частоты [15] уже в первой четверти периода после 
начала переходного процесса. Во втором случае нелинейные искажения сиг-
нала во вторичной обмотке трансформатора начинаются более чем через 
100 мс после начала КЗ (примерно 5,5 периода промышленной частоты). 

Апериодическая составляющая в сигнале (пунктир) получена с помощью 
фильтра Фурье, поэтому соответствующая временная зависимость на рис. 2 
имеет временную задержку длительностью 20 мс. Этим же объясняется появ-
ление «выброса» в начале нижней части рисунка. 

Соответствующие отличия наблюдаются и в петлях намагничивания сер-
дечника для разных начальных условий переходного процесса. На рис. 3 в ко-
ординатах B-H приведены гистерезисные кривые, описывающие процессы 
в магнитной системе трансформатора. Кривые соответствуют двум времен-
ным моментам начала переходного процесса при КЗ, показанным на рис. 2. 

Таким образом, моделирование в платформе PSCAD короткого замыкания 
в схеме, показанной на рис. 1, позволяет констатировать принципиальные отли-
чия в протекании переходного процесса в зависимости от начальных условий. 
Экспериментальная проверка проводилась в лабораторных условиях. 

Лабораторное моделирование. На рис. 4 представлена схема включения 
измерительного (промежуточного) трансформатора тока при лабораторном 
моделировании. 
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Рис. 4. Схема включения измерительного трансформатора тока 

 
В качестве источника тока I использовался программно-аппаратный ком-

плекс РЕТОМ. С аналогового выхода РЕТОМ подаётся ток на измерительный 
трансформатор тока ТА. Сигнал тока формировался в ПО «РЕТОМ. Сумма гар-
моник». Формула для задания тока (ГОСТ Р МЭК 61869-2-20151) [11] 

      0 1sin 2 sin 2
t

I t I e I ft
         ,  (1) 

где I0 – значение тока апериодической составляющей; I1 – значение тока пер-
вой гармоники основной частоты сигнала;  – постоянная времени;  – началь-
ная фаза сигнала; f – основная частота сигнала. 

Последовательно с измерительным трансформатором тока TA подключа-
ется шунт R для преобразования сигнала тока в сигнал напряжения. Получен-
ный сигнал напряжения подаётся на вход аналогово-цифрового преобразова-
теля ADC. Частота преобразования ADC составляет 4000 Гц. С выхода ADC 
оцифрованный сигнал передаётся на преобразователь интерфейсов X/Y, кото-
рый, в свою очередь, по цифровому каналу связи передаёт оцифрованный сиг-
нал тока на персональный компьютер (ПК). На ПК оцифрованный сигнал тока 
нормализуется (преобразуется в именованные значения тока – амперы). Для 
удобства восприятия информации значения приводятся к первичным величи-
нам, т.е. данные выводятся без учета коэффициента трансформации, что поз-
воляет сравнивать форму тока в первичной и вторичной обмотках ТА. 

Параметры измерительного трансформатора тока: коэффициент транс-
формации 1:4000; ток насыщения – не менее 400 А. 

На рис. 5 приведены характерные записи сигналов тока во вторичной об-
мотке ТА в разных режимах. 

Как видно из рис. 5, картина нелинейных искажений сигнала существенно 
зависит как от амплитуды, так и от начальной фазы тока. Соотношение между 
апериодической составляющей и уровнем гармоник меняется во времени и но-
сит немонотонный характер [10, 12]. Нелинейные искажения во вторичной об-
мотке ТТ могут начинаться как в первую четверть периода после начала пере-
ходного процесса, так и в течение нескольких периодов. Необходимо учиты-
вать, что соотношение из формулы (1) между амплитудой апериодической со-
ставляющей I0 и амплитудой тока на промышленной частоте I1 в аварийных 
режимах может сильно нарушаться. Выбор трансформатора по заявленному 
току насыщения (не менее 400 А) в данном случае оказался некорректным. Как 
следует из рис. 5, незначительные искажения возникают даже при токе 
I1 = 60 А (сплошная кривая на нижнем графике). 

                                                      
1 ГОСТ Р МЭК 61869-2-2015. Группа П31. Трансформаторы измерительные. Ч. 2. Дополнитель-
ные требования к трансформаторам тока. М.: Стандартинформ, 2016. 58 с. 
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Рис. 5. Сигналы тока во вторичной обмотке измерительного трансформатора  
в разных режимах (с разной начальной фазой тока в момент начала переходного процесса): 

а – в соответствии с формулой (1)  = 50 мс, I0 = 108 А; I1 = 108 А;  
 = /2 (пунктирная кривая);  = 0 (сплошная линия); 

б – I0 = 60 А; I1 = 60 А;  = /2 (пунктирная линия), 5/6 (сплошная линия) 

 
Выводы. Таким образом, пример численного моделирования режимов 

насыщения трансформаторов при коротких замыканиях в элементах энергоси-
стемы и их качественное сравнение с результатами экспериментальной лабо-
раторной проверки измерительного (промежуточного) трансформатора тока 
позволяют сделать следующие выводы: 

1. Даже с учетом значительных погрешностей при моделировании динами-
ческих процессов в магнитной системе трансформатора, результаты численного 
и экспериментального лабораторного моделирования качественно согласуются. 

2. Нелинейные искажения тока во вторичной обмотке трансформатора 
принципиально зависят от начальной фазы в момент начала переходного про-
цесса. Искажения сигнала могут начинаться как через единицы, так и через 
десятки и сотни миллисекунд. 

3. Для оценки времени от начала переходного процесса до начала иска-
жений сигналов в трансформаторе в соответствии с ГОСТ Р 58669-2019 обработка 
сигналов и оценка уровней гармоник требуют численных алгоритмов, которые 
обеспечивают результаты за единицы миллисекунд в отличие от традицион-
ного фильтра Фурье, использующего временное окно, равное периоду сигнала 
промышленной частоты. 
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4. Начало переходного процесса в случайный момент времени относи-
тельно перехода сигнала тока через ноль, по-видимому, может существенно 
повлиять на правильность определения текущей фазы сигнала в момент начала 
аварийного процесса. Данный факт следует учитывать при определении 
направления токов короткого замыкания. 
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Oleg N. ANDREEV, Lidia N. VASILEVA,  
Evgeniy K. MATVEEV, Aleksandr L. SLAVUTSKIY 

NUMERICAL AND LABORATORY SIMULATION  
OF TRANSFORMER SATURATION DEPENDING  

ON THE INITIAL PHASE OF THE CURRENT 

Key words: current transformer saturation, harmonic distortion, current phase, aperiodic 
component, secondary winding. 

In case of short circuits in electric power systems, emergency modes are possible, accom-
panied by saturation of transformers. With them, significant distortion of current signals 
occurs in the secondary winding of the transformer with the appearance of an aperiodic 
component and harmonics, the level of which is comparable to the signal at the main in-
dustrial frequency. The requirements for relay protection and automation devices imply the 
need to determine the time from the onset of the transient process to the onset of distortion 
of the current signal in the secondary winding.  
The purpose of the study is to analyze the saturation of the transformer depending on the 
initial phase of the transition process.  
Materials and methods. The PSCAD platform was used to model the power system section. 
The model makes it possible to qualitatively describe the saturation of a step-down trans-
former in the event of a short circuit on the low side, taking into account hysteresis phe-
nomena in the magnetic system. Experimental verification was carried out in laboratory 
conditions using a measuring (intermediate) current transformer.  
Results. It is shown that, depending on the phase of the current at the moment of the begin-
ning of the transient process, the pattern of saturation and, accordingly, the distortion of 
the current changes significantly. The distortion of the time waveform of the current signal 
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in the secondary winding of the transformer can begin both after fractions of the period of 
the power frequency signal, and after several periods.  
Conclusions. The assessment of transformer saturation modes should be carried out taking 
into account the fact that the initial conditions for transient processes during short circuits 
are random. In the analysis of such processes, it is necessary to take into account the phase 
shift between current and voltage.  
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А.А. АФАНАСЬЕВ 

ВНЕШНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА  
ПОЛОГО ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ 

Ключевые слова: полые и сплошные цилиндры, уравнение Лапласа, граничные усло-
вия, электромеханические устройства с радиальными и аксиальными зазорами. 

Введение. Решение уравнения Лапласа методом разделения переменных Фурье для 
цилиндрических областей позволяет исследовать электромеханические устройства 
в формате 3D. 
Цель исследования – получение аналитических выражений для магнитных потен-
циалов и индукций внешних трехмерных пространств электромеханических 
устройств в цилиндрической системе координат. 
Материалы и методы. Неизвестные постоянные в выражениях для рассматрива-
емых областей находятся из граничных условий магнитного поля на общих границах 
электромеханического устройства с его внешним пространством: скалярные маг-
нитные потенциалы и магнитные индукции одинаковы, токовые листы испыты-
вают скачок. При получении аналитических выражений использовались методы ма-
тематической физики. 
Результаты исследований. Для нахождения постоянных Фурье рассмотрены внеш-
ние трёхмерные пространства классических электромеханических устройств (гене-
раторов, двигателей), которые в цилиндрической системе координат представля-
ются как полыми, так и сплошными цилиндрами, стыкующимися с активными обла-
стями устройств своими цилиндрическими или торцевыми поверхностями. Получены 
общие выражения для магнитных потенциалов и индукций внешних пространств на 
основе решения уравнения Лапласа, как задачи Штурма–Лиувилля, методом разделе-
ния переменных Фурье. Проанализированы магнитные поля внешних пространств ис-
ходного полого цилиндра: наружного цилиндра с бесконечно большим радиусом; внут-
реннего сплошного цилиндра; торцевых цилиндров конечной длины. Эти данные дают 
возможность увеличить необходимое количество уравнений для нахождения требуе-
мого числа постоянных Фурье при аналитическом расчёте электромеханических 
устройств методом разделения переменных. 
Выводы. Получены аналитические выражения для граничных значений магнитных 
потенциалов и индукций внешнего пространства, примыкающего к активным обла-
стям электромеханических устройств с воздушными зазорами как радиального, так 
и аксиального вида. 
 

Введение. Большинство электромеханических устройств может иметь ма-
тематическое описание в цилиндрических координатах. Формирование мате-
матических моделей этих устройств методом разделения переменных Фурье 
на основе граничных условий для магнитного поля требует обращения к усло-
виям стыковки поля на внешней границе активной области моделируемого 
объекта. В этой связи анализ внешнего магнитного поля в окружающих про-
странствах цилиндрической формы достаточно актуален. Поскольку модели 
электрических машин на базе метода разделения переменных начали исполь-
зоваться на практике сравнительно недавно, исследований по теме настоящей 
статьи также невелико. Например, решение уравнения Лапласа для пологого 
цилиндра конечной длины отсутствует в известных справочниках по линей-
ным уравнениям математической физики [8]. 
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Цель исследования – получение аналитических выражений на базе урав-
нений математической физики [3, 4, 7] для магнитных потенциалов и индукций 
внешних трехмерных пространств электромеханических устройств в цилин-
дрической системе координат. 

Материалы и методы. Активное пространство (магнитные сердечники 
с воздушными зазорами между ними) большинства электромеханических 
устройств с радиальным воздушным зазором можно представить в виде сово-
купности вложенных друг в друга полых цилиндров. 

В устройствах с аксиальными воздушными зазорами полые цилиндры 
имеют торцевую стыковку друг с другом [12]. 

Магнитные поля в каждом из этих цилиндров описываются на базе метода 
разделения переменных Фурье функциями Бесселя [1, 5, 6, 9–11]. Неизвестные 
постоянные этого метода находятся из условий на общих границах сопрягае-
мых полых цилиндров: скалярные магнитные потенциалы и магнитные индук-
ции одинаковы, токовые листы (МДС) испытывают скачок. 

Результат исследования. Для использования граничных условий 
на внешних границах устройств нужно иметь математическое описание маг-
нитного поля окружающего пространства, которое можно представить также 
в виде полых цилиндров с соответствующими внешними значениями коорди-
нат r,  и z. Получены выражения для магнитных потенциалов и индукций для 
внешних пространств цилиндрической формы с конечной длиной и с различ-
ными внешними радиусами, включая и бесконечно большие. 

Цилиндрическое внешнее пространство, примыкающее к наружной ци-
линдрической поверхности полого цилиндра конечной длины.  Одной из частей 
наружного пространства исходного полого цилиндра заданной длины (рис. 1) 
является также полый цилиндр той же длины, у которого наружный радиус b 
стремится к бесконечности. 

 

 
Рис. 1. Продольный разрез исходного полого цилиндра 

 

Скалярный магнитный потенциал полого цилиндра описывается выраже-
нием [1] 
  ),,( zru  ),,(1 zru ),,(2 zru  .  (1) 

Слагаемые выражения (1) задаются формулами: 
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 ),,(2 zru  =
1 1

( ) ( ) sin cosnk n k nk n k k
n k

C I r D K r z n
 

 

       ;  (3) 

где Jn и Nn – функции Бесселя первого и второго рода соответственно; In и Kn – 
модифицированные функции Бесселя перового и второго рода, или функции 

Инфельда и Макдональда, соответственно; )(n
k  – собственные числа: 

 
2







 

l

k
k .  (4) 

Собственные числа )(n
k  в формуле (2), соответствующие порядку n 

и корню k цилиндрических функций Jn и Nn, находятся в качестве корней не-
линейных уравнений, зависящих только от радиусов a и b: 
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)(
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)(

bN

aN

bJ

aJ

n

n

n

n








.  (5) 

Будем полагать, что цилиндрическая поверхность, внешняя к исходному 
полому цилиндру, имеет одинаковую длину с ним и наружные радиусы: внут-
ренний a1 = b, внешний b1. 

 
Рис. 2. Исходный полый цилиндр (2)  

и его внешние цилиндрические пространства: наружное (1) и торцевое (3) 
 
 

При b1   функции Jn и Nn имеют следующие асимптотические прибли-
жения [6, 11]: 
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Из выражений (5), (6) можем записать 
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Приняв в (7) 1 ( )b    , получим нелинейное уравнение для нахожде-

ния собственных чисел ( )n
k  для этого внешнего пространства 

 
( ) 1

( ) tg
2 4

n

n

J a

N a n


 

    
 

.  (8) 

В выражении (3) для потенциала ),,(2 zru   при br  модифицирован-

ная цилиндрическая функция Бесселя первого рода (функция Инфельда) 

( )n kI r  стремиться к бесконечности. Поэтому неизвестную постоянную Cnk 

в этой формуле следует принять равной нулю, поскольку магнитный потен-
циал u2(r, , z) не может становиться бесконечно большим при r = b  . 

Формула (3) для рассматриваемого внешнего пространства будет содер-
жать только одну неизвестную постоянную Dnk 

 ),,(2 zru  =
1 1

( )sin cosnk n k k
n k

D K r z n
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 

   .   

При r = a1 = b формула (2) принимает нулевое значение: u1(b, , z) = 0. То-
гда магнитный потенциал внешней поверхности на границе с исходной цилин-
дрической поверхностью при r = b будет равен 

 ),,( zbu  =
1 1

( )sin cosnk n k k
n k

D K b z n
 

 

   .   

Координатные составляющие магнитной индукции для внешнего про-
странства находятся путем дифференцирования скалярного магнитного потен-
циала (1) по координатам r, , z. 
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На границе с исходной цилиндрической поверхностью, когда r = b, маг-
нитные индукции будут равны 
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Торцевые внешние пространства полого цилиндра конечной длины. 
Это внешнее пространство имеет ту же толщину, что и у исходного полого 
цилиндра (рис. 2). При формировании граничных условий на торцах исходного 
цилиндра с длиной l1 координата z будет принимать значения ноль или l1 
 10,( ).z l  (11) 

Для внешнего торцевого цилиндра с длиной l   магнитный потенциал 
для границы (11) согласно формулам (1)–(4) будет иметь вид 
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где собственные числа 
)(n

k , зависящие, согласно формуле (5), только от ради-
усов a и b, будут иметь те же значения, что и у исходного цилиндра. 

Цилиндрическое внешнее пространство, примыкающее к внутренней 
цилиндрической поверхности полого цилиндра конечной длины. Этим внеш-
ним пространством является сплошной цилиндр с той же длиной, что и исход-
ный цилиндр. 

 

 
Рис. 3. Основной полый цилиндр 1 и его внутреннее пространство 2 

в виде сплошного цилиндра 
 

Из литературы, например [2, 8], известно выражение для скалярного маг-
нитного потенциала сплошного цилиндра. Применительно к [2] имеем для ска-
лярного магнитного потенциала сплошного цилиндра 
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где a, l – соответственно радиус и длина цилиндра; nk  – корни уравнения 

 0)(  aJ nkn ,  (13) 

n = 1, 2, …, – порядки функции Бесселя первого рода; k = 1, 2, …,  – номера 
корней; 
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Применительно к внутренней границе r = a исходного цилиндра имеем из 
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потенциала (12) по координатам r, , z. С учётом выражений (9) и (10) будем 
иметь 
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Выводы. 1. Получены выражения для граничных значений магнитных по-
тенциалов и индукций внешнего пространства, примыкающего к активным об-
ластям электромеханических устройств с воздушными зазорами как радиаль-
ного, так и аксиального вида. 

2. Неизвестные постоянные в полученных граничных формулах находятся 
из условий на наружных границах устройства: скалярные магнитные потенци-
алы и магнитные индукции одинаковы, токовые листы (МДС) испытывают 
скачок на величину полного тока листа. 
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Aleksandr A. AFANASYEV 

OUTER CYLINDRICAL SPACES  
OF A HOLLOW CYLINDER OF FINITE LENGTH 

Key words: hollow and solid cylinders, Laplace equation, boundary conditions, electrome-
chanical devices with radial and axial gaps. 

Introduction. The solution of the Laplace equation by the method of separation of Fourier 
variables for cylindrical domains makes it possible to study electromechanical devices in 
3D format. 
The purpose of the study is to obtain analytical expressions for magnetic potentials and 
inductions of external three-dimensional spaces of electromechanical devices in a cylindri-
cal coordinate system. 
Materials and methods. The unknown constants in the expressions for the regions under 
consideration are found from the boundary conditions of the magnetic field at the common 
boundaries of the electromechanical device with its outer space: the scalar magnetic po-
tentials and magnetic inductions are the same, the current sheets experience a jump. When 
obtaining analytical expressions, the methods of mathematical physics were used. 
Research results. To find the Fourier constants, the outer three-dimensional spaces of clas-
sical electromechanical devices (generators, motors) are considered, which in a cylindrical 
coordinate system are represented by both hollow and solid cylinders joining the active 
regions of the devices with their cylindrical or end surfaces. General expressions for mag-
netic potentials and inductions of external spaces are obtained based on the solution of the 
Laplace equation as the Sturm–Liouville problem by the Fourier method of separation of 
variables. The magnetic fields of the outer spaces of the original hollow cylinder are ana-
lyzed: an outer cylinder with an infinitely large radius; internal solid cylinder; end cylin-
ders of finite length. These data make it possible to increase the required number of equa-
tions to find the required number of Fourier constants in the analytical calculation of elec-
tromechanical devices by the method of separation of variables. 
Findings. Analytical expressions for the boundary values of magnetic potentials and in-
ductions of the external space adjacent to the active regions of electromechanical devices 
with air gaps of both radial and axial form are obtained. 
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АНАЛИТИЧЕСКИЙ РАСЧЁТ МАГНИТОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО  
ВЕНТИЛЬНОГО ДВИГАТЕЛЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ  
ИНДУКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ ЕГО ОБМОТОК 

Ключевые слова: скалярный магнитный потенциал, магнитная индукция, магнитные ли-
сты, намагниченность, ферромагнитные среды, индуктивные параметры обмоток. 

Для реализации высоких динамических характеристик проектируемых вентильных 
двигателей и достижения должного качества переходных процессов в приводах 
сложных механизмов необходимо проведение исследований их электромагнитных 
и функциональных свойств с расчетом индуктивных параметров обмоток. 
Цель исследования – анализ электромагнитных и функциональных характеристик 
магнитоэлектрического вентильного двигателя и определение индуктивных пара-
метров его обмоток. 
Материалы и методы. Единое магнитное поле машины разбивается на совокуп-
ность горизонтальных полос (сред), анализируемых независимо друг от друга. При-
няты допущения, что магнитное поле в этих полосах является плоскопараллельным, 
а на границах выделяемых полос выполняются условия сопряжения: скалярные маг-
нитные потенциалы и нормальные составляющие магнитной индукции не претер-
певают скачка (разрыва). В качестве источников магнитного поля рассматрива-
ются магнитодвижущая сила обмотки статора, коэрцитивная сила магнитов 
и намагниченности магнитомягких ферромагнитных сред. Выражения для описания 
скалярных магнитных потенциалов и нормальных составляющих магнитной индук-
ции в выделенных полосах получены с помощью метода разделения переменных 
Фурье. 
Результаты исследования. Выполнено исследование электромагнитных и функци-
ональных характеристик двигателя с использованием математической модели маг-
нитоэлектрического вентильного двигателя на основе технологии разделения пере-
менных Фурье с разбиением активной области на однородные участки в виде маг-
нитных листов. Модель позволяет определить магнитные индукции для любых ко-
ординатных точек x и y активной области магнитной системы двигателя. Полу-
чены выражения, описывающие индуктивные параметры обмоток, приведены урав-
нения состояния двигателя для случая, когда токи в фазных обмотках статора 
в противофазе с их ЭДС холостого хода. 
Выводы. Математические модели вентильных двигателей, построенные на основе 
метода разделения переменных Фурье, позволяют определить электромагнитные 
характеристики двигателей и индуктивные параметры обмоток, необходимые 
для расчёта переходных процессов. Наиболее эффективным является управление 
вентильным двигателем, при котором фазные токи находятся в противофазе 
с ЭДС холостого хода. В этом режиме с отсутствием продольного тока и коэффи-
циентом мощности, близким к единице, уравнения состояния двигателя имеют вто-
рой порядок. 
 
Введение. Современные магнитоэлектрические вентильные двигатели 

имеют сравнительно небольшие габаритные размеры при сохранении доста-
точно высоких технических характеристик благодаря применению высококоэр-
цитивных магнитных материалов. Они характеризуются высокими энергетиче-
скими показателями (cosφ ≈ 1, η = 0,85÷0,98), весьма значительной кратковре-
менной перегрузочной способностью по моменту, достигающей 5–10-кратного 



Технические науки 25 

 

. 

значения от номинального, высокими массогабаритными показателями 
[5, 7, 13]. 

В последнее время в результате организации взаимодействия устройств 
электроники и электромеханики появляются «умные», самонастраивающиеся 
электрические машины [8]. Чтобы эффективно управлять такой машиной, 
необходимо уже на стадии проектирования с высокой точностью рассчитать 
ее параметры и характеристики, что можно сделать, лишь определив ее элек-
тромагнитное поле [3]. 

Для обеспечения высоких динамических характеристик вентильного дви-
гателя в приводах сложных механизмов, которые в большинстве случаев рабо-
тают в режимах частых пусков, остановов и реверсов, и достижения должного 
качества переходных процессов необходимо рассчитывать в том числе и ин-
дуктивные параметры обмоток [2]. 

Необходимо отметить, что использование редкоземельных постоянных 
магнитов связано с рядом специфических проблем. Во-первых, дороговизна 
высококоэрцитивных магнитных материалов заставляет искать пути их эконо-
мии. Во-вторых, сложность механической обработки таких магнитных мате-
риалов вынуждает использовать простые формы магнитов, например, в виде 
параллелепипедов или цилиндров, что вызывает известные ограничения при 
разработке и модернизации двигателей [6, 12]. 

Цель исследования – анализ электромагнитных и функциональных ха-
рактеристик магнитоэлектрического вентильного двигателя и определение ин-
дуктивных параметров его обмоток. 

Материалы и методы. Единое магнитное поле машины разбивается 
на совокупность горизонтальных полос (сред), анализируемых независимо 
друг от друга. Приняты допущения, что магнитное поле в этих полосах явля-
ется плоскопараллельным, а на границах выделяемых полос выполняются 
условия сопряжения: скалярные магнитные потенциалы и нормальные состав-
ляющие магнитной индукции не претерпевают скачка (разрыва). В качестве 
источников магнитного поля рассматриваются магнитодвижущая сила об-
мотки статора, коэрцитивная сила магнитов и намагниченности магнитомяг-
ких ферромагнитных сред. Выражения для описания скалярных магнитных по-
тенциалов и нормальных составляющих магнитной индукции в выделенных 
полосах получены с помощью метода разделения переменных Фурье. 

Результаты исследования. Выполнено исследование электромагнитных 
и функциональных характеристик двигателя с использованием математиче-
ской модели магнитоэлектрического вентильного двигателя на основе техно-
логии разделения переменных Фурье с разбиением активной области на одно-
родные участки в виде магнитных листов. Модель позволяет определить маг-
нитные индукции для любых координатных точек x, y активной области маг-
нитной системы двигателя. Получены выражения, описывающие индуктивные 
параметры обмоток, приведены уравнения состояния двигателя для случая, ко-
гда токи в фазных обмотках статора в противофазе с их ЭДС холостого хода. 



26  Вестник Чувашского университета. 2023. № 4 
 

. 

Исходный инструментарий для расчёта электромагнитных парамет-
ров. Поскольку рассчитать единое поле магнитное машины задача весьма слож-
ная, оно разбивается на ряд локальных участков, анализируемых независимо 
друг от друга. На границах выделяемых участков (полос или колец) выполня-
ются условия сопряжения магнитных полей: скалярные магнитные потенциалы 
и нормальные составляющие магнитной индукции не претерпевают скачка (раз-
рыва). В рассматриваемом случае выполнено разбиение активной расчётной об-
ласти на совокупность горизонтальных полос (сред), отличающихся своими 
конфигурациями и магнитными свойствами. Считая, что длина электрической 
машины велика по сравнению с её поперечными размерами, и пренебрегая кри-
визной поверхности расточки статора, принято допущение, что магнитное поле 
в элементах расчетной области является плоскопараллельным. 

В качестве источников магнитного поля вентильного двигателя высту-
пают магнитодвижущая сила (МДС) обмотки статора, коэрцитивная сила маг-
нитов HcB и намагниченности магнитомягких (ферромагнитных) сред [10]. 
Намагниченность Mi такой i-й среды: 
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(где Bi – магнитная индукция; 0 – магнитная постоянная; Hi – напряженность маг-
нитного поля) может находиться с помощью известных кривых намагничивания. 

Скалярные магнитные потенциалы и нормальные составляющие магнит-
ной индукции в выделенных полосах, согласно методу разделения переменных 
Фурье, описываются выражениями [9, 11] 
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где n – номер полосы;  =  / ;  – полюсное деление; 
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намагниченность n -й полосы, представленная в виде тригонометрического ряда; 
Bnk, Cnk – неизвестные постоянные, определяемые из условий равенства магнит-
ных потенциалов и радиальных магнитных индукций на границах полос. 

Результаты исследования. На границах полосы с постоянными магни-
тами располагаются магнитные листы с током 

 м м 2
1

sin(2 1)4
sin(2 1) ,

(2 1)
cB

k

k
F H h k x

k





 
  
 

   

где мb 
 


; hм и bм – высота и ширина магнитов соответственно. 

На границе полос воздушного зазора и зубцов статора фиксируется маг-
нитный лист с МДС обмотки статора. 
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Для повышения точности расчёта можно увеличивать количество полос 
(т.е. дискретизацию) активной области. 

Предлагаемый метод позволяет найти магнитные индукции для любых коор-
динатных точек x, y активной области двигателя. Следовательно, первоначально 
заданный набор индукций, и одновременно намагниченностей, в полосах с фер-
ромагнитными участками будет уточняться в последующие итерации. 

Рассмотрим вентильный двигатель 12ДВМ 250 мощностью 150 кВт, вы-
пускаемый Чебоксарским электроаппаратным заводом, расчётная схема кото-
рого с девятью средами показана на рис. 1. 
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Рис. 1. Расчётная схема двигателя с девятью средами:  

1, 9 – немагнитное внешнее пространство;  
2, 8 – ярма сердечников соответственно ротора, статора; 3 – постоянные магниты;  

4 – верхняя стенка магнитных окон «карманов»; 5 – воздушный зазор;  
6 – первый зубцовый слой с пазовыми шлицами;  

7 – второй зубцовый слой, пазы которого содержат клинья и проводники обмотки статора 
 

Индуктивности взаимоиндукции двигателя будут находиться примени-
тельно к величинам магнитного потока в воздушном зазоре (полосе 5 на рис. 1), 
связанном в отдельности с магнитами ротора и МДС обмотки статора. 

Для нормальной составляющей магнитной индукции в воздушном зазоре 
в соответствии с выражением (1) будет справедливо 

  5 0 5 5
1

( , ) sink y k y
y k k

k
B x y kB e kC e k x

   


      .   

Эта магнитная индукция, вызванная только магнитами ротора, будет фор-
мировать с фазой А обмотки статора потокосцепление 

 
( 1) ( 1) 2

к 5 5
1 ( 1) ( 1)

( ) ( , ) ( , )
z z

z z

t n t n yq

A y y
n t n t n y

lw B x y dx B x y dx
    

   

 
          

 
,  (2) 

где wк – число витков в катушке обмотки статора; y – шаг катушки; q – число 
катушек в катушечной группе обмотки; l – активная длина сердечника статора; 
 – сдвиг продольной оси ротора d относительно магнитной оси фазы А  
статора. 
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Индуктивность взаимоиндукции фазы А обмотки статора с магнитами ро-
тора будет равна 
 м( ) ( )Af A cBL H h    .  (3) 

График функции (3) показан на рис. 2. Он имеет стандартный вид с пери-
одом 2. 

 

 
Рис. 2. Зависимость индуктивности взаимоиндукции ротора с фазой А статора  

от расстояния сдвига продольной оси ротора 
 

Выражение (2) может использоваться для нахождения потокосцепления 
фазы А, вызванного собственным током этой фазы. Тогда для индуктивности 
самоиндукции фазы будем иметь 
 ( ) ( )AA A mL I    .  (4) 

Формулы (3) и (4) можно распространить на фазы В и С, сдвинув интервал 

 соответственно на расстояния 
3

2
 и 

3

4
. 

График функции (4) показан на рис. 3 для случая, когда ток статора вентиль-
ного двигателя является поперечным (I = Iq) и ось его МДС совпадает с направле-
нием поперечной оси ротора. Период зависимости LAA() будет равен . 

 

 
Рис. 3. Зависимость индуктивности взаимоиндукции фазы А статора  

от сдвига продольной оси ротора 
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Для продольных и поперечных индуктивностей обмотки статора можно 
принять 

 
3

2 2d q AAL L L L
     

 
,   

где L – индуктивность рассеяния обмотки статора [4]. 
Дифференциальные уравнения вентильного двигателя в переходных 

режимах. Вентильные двигатели с постоянными магнитами за счёт широтно-
импульсной модуляции (ШИМ) преобразователя частоты и цепей фильтрации 
имеют в обмотке статора практически синусоидальные ток и напряжение, фаз-
ные углы которых аппаратными и программными средствами могут быть при-
вязаны к угловому положению ротора. 

Будем рассматривать математическую модель двигателя, абстрагируясь 
от ШИМ технологии и технических средств, связывающих управление напря-
жением или током в обмотке статора с положением ротора. 

Целесообразно, как у коллекторных двигателей постоянного тока, вводить 
ток в каждую фазную обмотку статора в противофазе с её ЭДС холостого хода. 
В этом случае в токе статора отсутствует продольная составляющая id, а элек-
тромагнитный момент имеет максимальное значение для данного тока. Выбе-
рем положительное направление оси q совпадающим с направлением вектора 
ЭДС холостого хода E0m. Ось d «отстаёт» от оси q на 90° [1]. В координатах d, 
q токи и потокосцепления обмотки равны 
 0, ,d q d AM Mi i I L I     , q q q qL i L I   , (5) 

где I – амплитуда тока статора; IМ = HcBhм; HcB и hм – коэрцитивная сила и вы-
сота магнита соответственно. 

Уравнения состояния имеют вид 
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dqm
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riU
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d

riU
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d

  (6) 

 
3

( )
2 d q q d c

J d
p i i M

p dt


     . (7) 

Поскольку из третьего равенства (5) следует, что d = const, то первое 
уравнение (6) становится алгебраическим и его можно использовать для 
нахождения угла нагрузки  

 arcsin
q

mU

  
   

 
.  (8) 

Будем решать уравнения (5)–(8) средствами математического пакета 
Mathcad применительно к параметрам вентильного двигателя 12ДВМ 250, 
имеющего LAM = 6,42510–5 Гн; IM = 1,108104 А; Ld = Lq = 1,58104 Гн. Примем 

2220 mU  В; cM = 400 Нм. 
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Результаты решения уравнений (5)–(8) при фиксированных выше параметрах 
показаны на рис. 4–5. Они имеют затухающий колебательный характер. 

 

 
Рис. 4. Амплитуда и угловая частота тока статора 

 

 
Рис. 5. Электромагнитный момент двигателя 

 
Коэффициент мощности, график которого показан на рис. 6, определялся 

по формуле 

 cos AM M

m

L I rI

U

 
  .   

Из рис. 6 следует, что установившиеся значения коэффициента мощности 
и угла нагрузки близки соответственно к единице и нулю. 

Продольное и поперечное напряжения обмотки статора, графики которых 
показаны на рис. 7, находились по формулам 
 ILU qd  ;  cosmq UU .   

Мгновенные значения тока и напряжения фазы А, графики которых пока-
заны на рис. 8, вычислялись согласно выражениям 
 tUtUU dqA  sincos , cosAi I t  .  

Из рис. 8 следует, что фазовый сдвиг между мгновенными значениями 
тока и напряжениями фазы А близок нулю. 
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Рис. 6. Косинусы фазового угла тока и угла нагрузки 

 

 
Рис. 7. Составляющие напряжения статора в координатах d и q 

 

 
Рис. 8. Напряжение и ток обмотки статора в фазных координатах 

 

Выводы. 1. Математические модели вентильных двигателей, построен-
ные на основе метода разделения переменных Фурье, позволяют определить 
индуктивные параметры обмоток, необходимые для расчёта переходных про-
цессов в соответствующих системах координат. 

2. Наиболее эффективным является управление вентильным двигателем, 
при котором фазные токи находятся в противофазе с ЭДС холостого хода. 
В этом режиме с отсутствием продольного тока и коэффициентом мощности, 
близким к единице, уравнения состояния двигателя имеют второй порядок. 
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Aleksandr A. AFANASYEV, Valery S. GENIN, Lidia N. VASILEVA,  
Nadezhda N. IVANOVA, Vladimir A. VATKIN, Dmitry A. TOKMAKOV 

ANALYTICAL CALCULATION OF MAGNETOELECTRIC  
VALVE MOTOR AND DEFINITION  

OF INDUCTIVE PARAMETERS OF ITS WINDINGS 
Key words: scalar magnetic potentials, magnetic induction, magnetic sheets, magnetiza-
tion, ferromagnetic media, inductive parameters of windings. 

To implement the dynamic properties of the designed valve motors and achieve the proper 
quality of transient processes in the drives of complex mechanisms, it is necessary to study 
their electromagnetic and functional characteristics with the calculation of the inductive 
parameters of the windings. 
The purpose of the study is to study the electromagnetic and functional characteristics of 
the magnetoelectric valve motor and determine the inductive parameters of its windings. 
Materials and methods. The magnetic field of the machine is divided into a set of horizontal 
stripes (mediums), analyzed independently of each other. It is assumed that the magnetic 
field in these stripes is plane-parallel, and at the boundaries of the selected stripes the 
conjugation conditions are met: scalar magnetic potentials and normal components of mag-
netic induction do not undergo a jump (discontinuity). The magnetomotive force of the sta-
tor winding, the coercive force of magnets and the magnetization of soft magnetic ferro-
magnetic media are considered as sources of the magnetic field. Expressions for describing 
scalar magnetic potentials and normal components of magnetic induction in selected bands 
are obtained using the Fourier variable separation method. 
Research results. A study of the electromagnetic and functional characteristics of the motor 
was carried out using a mathematical model of the magnetoelectric valve motor based on 
the Fourier method of separation of variables with the division of the active region into 
homogeneous sections in the form of magnetic sheets. The model enables to determine mag-
netic inductions for any coordinate points x, y of the active region of the motor magnetic 
system. Expressions describing the inductive parameters of the windings are obtained, and 
the equations of the state of the motor are given for the case when the currents in the phase 
windings of the stator are in antiphase with their no-load EMF. 
Conclusions. Mathematical models of valve motors, built on the basis of the Fourier vari-
able separation method, make it possible to determine the electromagnetic characteristics 
of motors and the inductive parameters of windings necessary for calculating transient pro-
cesses. The most effective is valve motor control, when the phase currents are in antiphase 
with the no-load EMF. In this mode, with the absence of longitudinal current and with a 
power factor close to unity, the equations of state of the motor are of the second order. 
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А.А. АФАНАСЬЕВ, Н.Н. ИВАНОВА 

РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА  

МЕТОДОМ РАЗДЕЛЕНИЯ ПЕРЕМЕННЫХ  
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ 

Ключевые слова: математическое моделирование, дифференциальные уравнения 
в частных производных эллиптического типа, уравнение Лапласа, прямоугольный 
параллелепипед, постоянные Фурье. 

Цель исследования – решение краевой задачи для уравнения Лапласа в прямоуголь-
ном параллелепипеде методом разделения переменных и оценка полученных 
при этом постоянных разделения переменных Фурье. 
Материалы и методы. Для решения краевой задачи для уравнения Лапласа исполь-
зовались методы математической физики. Исходная задача была разбита на три 
стандартные, в которых неоднородные граничные условия заданы только на двух 
параллельных сторонах, а на остальной части они принимались равными 0. 
Результаты исследования. Краевая задача для уравнения Лапласа в прямоугольном 
параллелепипеде была разбита на три задачи. Получены частные решения этих за-
дач при заданных граничных условиях. Произведена оценка постоянных разделения 
переменных Фурье. 
Выводы. Решение уравнения Лапласа для параллелепипеда является суммой решений 
трёх частных задач. Граничные функции параллелепипеда являются нечётными пе-
риодическими по двум переменным функциями, периоды которых равны длинам со-
ответствующих сторон параллелепипеда. Постоянные Фурье частичных решений 
задачи являются коэффициентами разложения граничных периодических функций 
двух переменных в тригонометрический ряд Фурье. В двумерных рядах решения 
уравнения Лапласа для нечётных и для совокупности одновременно чётных и нечёт-
ных гармоник постоянные Фурье отличаются только знаками. 

 
При исследовании реальных технологических процессов и явлений при-

роды методами математического моделирования важным этапом является по-
строение математической модели [9, 10]. Широкий класс математических мо-
делей представляют собой дифференциальные уравнения в частных производ-
ных второго порядка эллиптического типа, к которым относится и уравнение 
Лапласа [1, 2, 8, 9, 15, 16]. 

Цель исследования – решение краевой задачи для уравнения Лапласа 
в прямоугольном параллелепипеде методом разделения переменных и оценка 
полученных при этом постоянных Фурье. 

Материалы и методы. Для решения краевой задачи для уравнения 
Лапласа использовались методы математической физики и математического 
анализа [3–6, 12, 13]. Исходная задача была разбита на три стандартные, в ко-
торых неоднородные граничные условия заданы только на двух параллельных 
сторонах, а на остальной части они принимались равными 0. 
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Результаты исследования. Решение краевой задачи для уравнения 
Лапласа в прямоугольном параллелепипеде (рисунок) 

 
2 2 2

2 2 2
0

u u u
u

x y z

  
    

  
, 0 x a  , by 0 , hz 0 , (1) 

будем искать при следующих граничных условиях [3–6, 12, 13]: 

 
1 2

1 2

1 2

( 0) ( , ), ( ) ( , ),
( 0) ( , ), ( ) ( , ),
( 0) ( , ), ( ) ( , ).

u x y z u x a y z
u y x z u y b x z
u z x y u z h x y

           
      

  (2) 

 

 
Прямоугольный параллелепипед 

 
Исходную задачу разобьем на три задачи [14]. В первой задаче уравнение 

Лапласа (1) необходимо решить при следующих граничных условиях: 

 

1 2

( 0) 0, ( ) 0,
( 0) 0, ( ) 0,
( 0) ( , ), ( ) ( , ).

u x u x a
u y u y b
u z x y u z h x y

   
   
     

  (3) 

Частное решение (1) при граничных условиях (3) будем искать в виде 
 ( , , ) ( , ) ( )u x y z x y Z z  .  (4) 

После подстановки (4) в уравнение Лапласа (1) получим два обыкновен-
ных дифференциальных уравнения 

 2 ( , ) ( , ) 0, 0 , 0 ,
( 0) 0, ( ) 0, ( 0) 0, ( ) 0;

x y x y x a y b
u x u x a u y u y b
        

       
 (5) 

 2 2( ) ( ) 0, 0 ,d Z z dz Z z z h      (6) 

где  – постоянная разделения переменных. 
Дифференциальное уравнение (5) является задачей Штурма–Лиувилля 

для прямоугольника. Для нахождения собственных функций и собственных 
значений ненулевые решения этой задачи запишем в виде 

( , ) ( ) ( ) 0x y X x Y y   , 
подставляя которые в (5), получим 

( ) ( )

( ) ( )

X x Y y

X x Y y

 
      . 
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Из этого выражения находим два обыкновенных дифференциальных уравне-
ния с нулевыми начальными значениями для неизвестных функций X(x) и Y(y) 
 ( ) ( ) 0;X x X x     ( ) ( ) 0,Y x Y y      (7) 
где  . 

Из уравнений (7) следуют выражения для собственных функций и соб-
ственного значения задачи Штурма–Лиувилля для прямоугольника 

 ( , ) sin sin ;nm

n m
x y x y

a b

 
   

2 2
1 .nm

n m

a b

         
   

 

Дифференциальное уравнение (6) имеет решение 

)(zZ =
sh sh ( )

,
sh sh

z h z
A B

h h

  


 
 

где 
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a b

           
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A, B = const. 
Частное решение первой задачи находится в виде 

1 1

1 1

sh sh ( )
( , , ) ( , )

sh sh

nm nm
nm nm nm nm

nm nm

z h z
u x y z x y A B

h h

   
   
   

. 

Таким образом, решение первой задачи представляется в виде разложения 
по построенным частным решениям 

 
1 1

1 1 11 1

( )
( , , ) sin sin .nm nm

nm nm
n m

nm nm

sh z sh h zn m
u x y z x y A B

a b sh h sh h

 
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        
   

  (8) 

Постоянные Фурье Anm, Bnm в (8) определяются из граничных условий (3): 

 
2

0 0

1
0 0

4
( , )sin sin ;

4
( , )sin sin .

a b

nm

a b

nm

n m
A x y x y dxdy

ab a b
n m

B x y x y dxdy
ab a b

 
  

 
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  (9) 

Из (9) следует, во-первых, что граничные функции 1(x, y) и 2(x, y) явля-
ются нечётными периодическими (по x с периодом a, по y с периодом b) функ-
циями, во-вторых, постоянные Фурье Anm и Bnm являются коэффициентами раз-
ложения этих периодических функций двух переменных в тригонометриче-
ский ряд Фурье [7]. 

Во второй задаче уравнение Лапласа (1) необходимо решить при следую-
щих граничных условиях: 

 1 2

( 0) 0, ( ) 0,
( 0) ( , ), ( ) ( , ),
( 0) 0, ( ) 0.

u x u x a
u y x z u y b x z
u z u z h
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Выполняя действия, аналогичные тем, которые были произведены при ре-
шении первой задачи, для второй задачи получим 
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2 2 21 1

sh sh ( )
( , , ) sin sin

sh sh

nm nm
nm nm

n m
nm nm
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,  (10) 

где 
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  (11) 

Анализируя выражения (11), отметим, во-первых, что граничные функции 
1(x, z) и 2(x, z) являются нечётными периодическими (по x с периодом a и по 
z с периодом h), во-вторых, постоянные Фурье Cnm и Dnm являются коэффици-
ентами разложения этих периодических функций двух переменных в тригоно-
метрический ряд Фурье [7]. 

В третьей задаче уравнение Лапласа (1) необходимо решить при следую-
щих граничных условиях: 
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Решение этой задачи получено в виде 
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где 
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  (13) 

Из (13) следует, что, во-первых, что граничные функции 1(x, y) и 2(x, y) 
являются нечётными, периодическими (по y с периодом b и по z с периодом h), 
во-вторых, постоянные Фурье Enm и Fnm являются коэффициентами разложе-
ния этих периодических функций двух переменных в тригонометрический ряд 
Фурье [7]. 

Полное решение u(x, y, z) задачи (1) при краевых условиях (2) равно сумме 
частичных решений (8), (10) и (12) трех рассмотренных задач: 
 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )u x y z u x y z u x y z u x y z   .  (14) 
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С точки зрения расчёта электромеханических устройств, в которых источ-
ники магнитного поля располагаются снизу и сверху, интерес представляет 
второе решение u2(x, y, z) [1, 2, 7, 11]. 

Дифференцируя уравнение (14) по переменным x, y и z, можем получить 
выражения для составляющих магнитной индукции Bx(x, y, z), By(x, y, z) 
и Bz(x, y, z) 
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Взаимная связь постоянных разделения переменных Фурье. Наиболее 
важным для практики является вариант, когда присутствуют только граничные 
функции 1(x, z) и 2(x, z) соответственно на нижней и верхней сторонах па-
раллелепипеда. Согласно формулам (15)–(17) будем иметь 
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2 2
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 (18) 
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 (19) 
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  (20) 

Полагая, что внутри рассматриваемого прямоугольника расположен маг-
нит с намагниченностью M(n, m), направленной по оси y, будем иметь магнит-
ные потоки Ф1y в нижней (y = 0) и Ф2y верхней (y = b) сторонах параллелепи-
педа. Учитывая разную ориентацию этих сторон относительно направления 
оси y, из (19) будем иметь 
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     

   
2

2
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2
2
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1
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1 4
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Из условия Ф1y + Ф2y = 0 находим 
2 2ch ch 0.nm nm nm nm nm nmC D b C b D       

Откуда следует важное равенство 
 .nm nmC D    (21) 

Применительно к формуле (33) будем иметь 
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Из условия Ф1x + Ф2x = 0 находим 
    cos 1 cos 1 0.nm nmm n C D        (22) 

Из равенства (22) следует, что при нечётных значениях порядков гармоник n 
и m будет справедливо ранее полученное равенство (21). Такой же результат будет 
иметь место, когда одни из гармоник будут чётны, а другие нечётны. 

Обращаясь к формуле магнитной индукции (20), найдём 
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Из условия Ф1z + Ф2z = 0 находим выражение, совпадающее с формулой 
(22). 

Выводы. 1. Решение уравнения Лапласа для параллелепипеда является 
суммой решений трёх частных задач. 

2. Граничные функции параллелепипеда являются нечётными периодиче-
скими по двум переменным функциями, периоды которых равны длинам соот-
ветствующих сторон параллелепипеда. 

3. Постоянные Фурье частичных решений задачи являются коэффициен-
тами разложения граничных периодических функций двух переменных в три-
гонометрический ряд Фурье. 

4. В двумерных рядах решения уравнения Лапласа для нечётных и для со-
вокупности одновременно чётных и нечётных гармоник постоянные Фурье от-
личаются только знаками. 
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Aleksandr A. AFANASYEV, Nadezhda N. IVANOVA 

SOLUTION TO A MIXED BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE LAPLACE EQUATION BY SEPARATION OF VARIABLES 

IN A RECTANGULAR PARALLELEPIPED 
Key words: mathematical modeling, partial differential equations of elliptic type, Laplace 
equation, rectangular parallelepiped, Fourier constants. 

The aim of the study is to solve the boundary value problem for the Laplace equation in a 
rectangular parallelepiped by the method of separation of variables and to estimate the 
obtained Fourier variable separation constants. 
Materials and methods. Methods of mathematical physics were used to solve the boundary 
value problem for the Laplace equation. The initial problem was divided into three standard 
ones, in which the inhomogeneous boundary conditions were given only on  two parallel 
sides, for the rest of the problem they being assumed to be equal to 0. 
Results. The boundary value problem for the Laplace equation in a rectangular parallele-
piped has been broken down into three problems. Partial solutions to these problems under 
given boundary conditions have been obtained. The Fourier variable separation constants 
are estimated. 
Findings. The solution to the Laplace's equation for a parallelepiped is the sum of the so-
lutions to three partial problems. The boundary functions of a parallelepiped are odd peri-
odic over two variable functions whose periods are equal to the lengths of the correspond-
ing sides of the parallelepiped. The Fourier constants of partial solutions to the problem 
are the coefficients of the expansion of the boundary periodic functions of two variables 
into a trigonometric Fourier series. In two-dimensional series of the solution to the La-
place's equation for odd-numbered harmonics and for a set of simultaneously even and odd 
harmonics, the Fourier constants differ only in signs. 
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М.Г. БАШИРОВ, Д.Ш. АКЧУРИН,  
К.Н. КУВАЙЦЕВ, Д.Е. МАКСИМОЧКИН 

НЕЙРОСЕТЕВАЯ ОБРАБОТКА  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНО-АКУСТИЧЕСКОГО СИГНАЛА  

ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ И ПОВРЕЖДЕННОСТИ  

ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО ОБОРУДОВАНИЯ* 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, электромагнитно-аку-
стическое преобразование, амплитудные и фазовые спектры гармоник, частотные 
характеристики, искусственные нейронные сети, машинное обучение. 

Цель исследования – разработка и обучение искусственной нейронной сети для иденти-
фикации напряженно-деформированного состояния и поврежденности металла энерге-
тического оборудования по значениям параметров гармонических составляющих сиг-
нала электромагнитно-акустического преобразователя. 
Материалы и методы. Экспериментальное исследование взаимосвязи параметров 
гармонических составляющих сигнала электромагнитно-акустического преобразо-
вателя с напряженно-деформированным состоянием и поврежденностью струк-
туры стандартных образцов металлов, разработка искусственной нейронной сети 
и методики её обучения идентификации напряженно-деформированного состояния 
и поврежденности структуры металла согласно диаграмме нагружения. 
Результаты. Анализ изменения микроструктуры и частотных моделей стандарт-
ных образцов сталей, используемых в энергетическом машиностроении, подтвердил 
возможность идентификации напряженно-деформированного состояния и повре-
жденности структуры металлов по значениям параметров гармонических состав-
ляющих сигнала электромагнитно-акустического преобразователя. Для решения 
этой задачи разработана и обучена искусственная нейронная сеть. После обучения 
эффективность сети по идентификации напряженно-деформированного состоя-
ния и поврежденности структуры металлов достигла значения 92,16%, что для за-
дач распознавания технического состояния металлических конструктивных элемен-
тов оборудования электроустановок является приемлемым. 
Выводы. Использование искусственной нейронной сети для идентификации напря-
женно-деформированного состояния и поврежденности металлических конструк-
ций по значениям параметров гармоник сигнала электромагнитно-акустического 
преобразователя позволяет выявить зоны концентрации механических напряжений 
и повреждения структуры металла на ранней стадии развития, тем самым повы-
сить надежность и безопасность эксплуатации оборудования электроустановок. 

 
Электроэнергетическое и электротехническое оборудование электростан-

ций, электрических сетей, подстанций, электроустановок потребителей очень 
разнообразно по номенклатуре, но все они имеют в своем составе различные 
динамические или статические металлические конструктивные составляющие, 
в значительной мере определяющие надежность и безопасность всей системы 

                                                      
* Исследование выполнено при поддержке гранта РНФ, проект № 22-29-00327 «Исследование 
взаимосвязанных изменений механических, электрофизических и акустических свойств метал-
лов для реализации интеллектуальной электромагнитно-акустической системы идентификации 
напряженно-деформированного состояния и поврежденности нефтегазового оборудования». 
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производства и потребления электроэнергии. Механические повреждения  
являются одними из самых распространенных повреждений металлических 
конструктивных элементов оборудования электроустановок, к ним можно от-
нести износ и срыв резьбы деталей узлов крепления, трещины и разрушения 
несущих опорных конструкций, корпусов, лап крепления, роторов, статоров, 
подшипниковых узлов. Как показали результаты расследования комиссией  
Ростехнадзора причин аварии на Саяно-Шушенской ГЭС, крупнейшей в исто-
рии России аварии на гидроэнергетическом объекте, основной причиной ава-
рии явилось разрушение шпилек крепления крышки турбины гидроагрегата, 
имевших усталостные повреждения, под действием динамических нагрузок 
[1]. Согласно статистическим данным и результатам анализа причин аварий 
на энергоустановках, подконтрольных органам Ростехнадзора, в 2021 г. про-
изошел рост общего количества аварий на 47% по сравнению с таковым за ана-
логичный период 2020 г. Отмечается, что основными техническими причи-
нами аварий на субъектах электроэнергетики явились износ оборудования 
в процессе эксплуатации и производственные дефекты, приводящие к механи-
ческим повреждениям и разрушениям оборудования [3]. Результаты анализа 
причин аварий на объектах электроэнергетики показывают, что разрушения 
оборудования могут произойти даже при допустимых расчетных значениях 
механических нагрузок. Это объясняется тем, что различные повреждения ме-
талла оборудования ослабляют конструкцию, формируют локальные зоны 
концентрации механических напряжений, существенно превышающих расчет-
ные значения. Как установлено многочисленными исследованиями, процесс 
деградации конструкционных свойств металла зарождается в зонах локальных 
концентраций механических напряжений, в них возникают неоднородности 
структуры металла микро- и субмикронных размеров, которые развиваются 
в макродефекты, приводящие к разрушению оборудования. 

В настоящее время электроэнергетический комплекс страны претерпевает 
глубокую модернизацию в соответствии с энергетической стратегией России 
на основе использования инновационной организационно-технологической 
платформы интеллектуальной энергосистемы с активно-адаптивной сетью 
(ИЭС ААС), являющейся единым энергоинформационным комплексом с ин-
теллектуальным управлением и непрерывным контролем технического состо-
яния и режима работы всех его элементов. Помимо снижения стоимости про-
изводства и передачи электрической энергии, снижения технических и ком-
мерческих потерь при транспортировке, внедрение новой концепции позво-
ляет существенно повысить надежность электрооборудования за счет дистан-
ционного интеллектуального диагностического мониторинга технического со-
стояния. Для дистанционного интеллектуального диагностического монито-
ринга напряженно-деформированного состояния и поврежденности металла 
энергетического оборудования необходимы соответствующие методы и сред-
ства неразрушающего контроля. 

Выпускаемый в России спектр средств неразрушающего контроля и диа-
гностики позволяет выявлять уже развитые, недопустимые, согласно норма-
тивным документам, дефекты металла в процессе изготовления, монтажа 
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и эксплуатации энергетического оборудования. Но для предотвращения воз-
никновения аварий, связанных с разрушением оборудования, необходимо вы-
являть зоны повышенной концентрации механических напряжений и контро-
лировать состояние структуры металла для выявления дефектов на ранних ста-
диях развития. Поэтому проблема разработки новых методов и средств кон-
троля напряженно-деформированного состояния оборудования и выявления 
дефектов на уровне структуры металла является весьма актуальной. 

В последние годы для контроля энергетического оборудования начали 
применять методы и средства, основанные на использовании электромаг-
нитно-акустического преобразования (ЭМАП), позволяющие бесконтактно 
выявлять дефекты металлов и контролировать их напряженно-деформирован-
ное состояние. Но из-за низкой эффективности двойного взаимного преобра-
зования электромагнитных и акустических волн они существенно уступают 
традиционным акустическим средствам с контактными пьезоэлектрическими 
преобразователями в чувствительности и точности, не позволяют выявлять 
микротрещины и анализировать пространственно-временное распределение 
механических напряжений [5, 6, 9]. Отечественные и зарубежные ученые опуб-
ликовали много работ по результатам теоретических и экспериментальных ис-
следований, направленных на повышение чувствительности и информативно-
сти электромагнитно-акустических методов и средств контроля [2, 13, 15, 16]. 
Но они в основном направлены на совершенствование конструкции ЭМАП 
и разработку различных способов выделения и обработки информации, содер-
жащейся в параметрах акустических волн, информативный потенциал элек-
тромагнитной составляющей ЭМАП при этом не был достаточно исследован. 

В работе [14] предложен новый подход к совершенствованию электромаг-
нитно-акустического метода контроля, основанный на использовании «пара-
метров временных и пространственных гармоник вторичного электромагнит-
ного поля, которые, в свою очередь, преобразуются в параметры гармониче-
ских оставляющих выходного сигнала ЭМАП. Обратная задача – идентифика-
ция напряженно-деформированного состояния и уровня поврежденности 
структуры металла оборудования по значениям параметров гармонических со-
ставляющих сигнала ЭМАП может быть решена применением метода спек-
трального анализа». Но из-за большого объема исходной информации, кото-
рую необходимо при этом обработать, без использования современных интел-
лектуальных нейросетевых технологий это сделать практически невозможно, 
учитывая опыт подобных исследований, схожих по количеству обрабатывае-
мых данных [7, 8, 12, 17–20]. 

Цель настоящего исследования – разработка и обучение искусственной 
нейронной сети (ИНС) для идентификации напряженно-деформированного со-
стояния и поврежденности металла энергетического оборудования по значе-
ниям параметров гармонических составляющих сигнала ЭМАП. 

Материалы и методы исследования. Для экспериментального исследо-
вания взаимосвязи параметров сигнала ЭМАП с напряженно-деформирован-
ным состоянием и поврежденностью структуры металлов и формирования  
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нового подхода к выделению и обработке параметров электромагнитно-аку-
стического преобразования были использованы методика и информационно-
измерительный комплекс, описанные в работе [9]. В качестве образцов метал-
лов для проведения исследований были выбраны широко используемые 
в энергетическом машиностроении стали марок Ст3сп и 09Г2С, из которых 
были изготовлены пропорциональные плоские стандартные образцы по ГОСТ 
1497-84. Металлы. Методы испытаний на растяжение1. 

Исследования по схеме одноосного статического растяжения образцов про-
водились с использованием испытательных машин УММ-5 и Walter + Bai LF 
TTM-600. В качестве генератора импульсов тока, электромагнитно-акустического 
преобразователя, усилителя сигнала электромагнитно-акустического преобразо-
вателя и согласованного фильтра в составе информационно-измерительного ком-
плекса были использованы соответствующие модули серийно выпускаемого ком-
панией «Октанта» электромагнитно-акустического толщиномера EM4000 с про-
граммным обеспечением ScanView. Прибор позволяет подключать любые 
устройства на базе ОС Android, анализировать электромагнитно-акустические 

сигналы в формате А-скан, B-скан, выбирать параметры обработки сигнала. С по-
мощью ЭМАП генерировались акустические импульсы в объеме исследуемых об-
разцов стали и исследовалось изменение пространственных и временных гармо-
нических составляющих вторичного электромагнитного поля над их поверхно-
стью в процессе изменения напряженно-деформированного состояния. Для спек-
трального анализа сигнала ЭМАП использовано программное обеспечение 
WinПОС «Expert». Металлографический анализ и регистрация изменений 
в структуре сталей в процессе испытаний образцов осуществлялись с использова-
нием металлургического микроскопа Микромед МЕТ С. 

В процессе испытаний образцов стали снимались диаграммы растяжения 
и на них отмечались контрольные точки О, А, В, Д, Р, в которых существенно 
изменялись механические, электрофизические и акустические свойства ме-
талла: исходное состояние металла σ0; предел пропорциональности σпц; предел 
упругости σуп; предел текучести σт; предел временного сопротивления (проч-
ности) σв; напряжение непосредственно перед разрушением образца σр. В кон-
трольных точках проводился металлографический анализ изменений в струк-
туре металла и спектральный анализ сигнала ЭМАП. С учетом обратимой де-
формации образцов они нагружались до значений напряжений и деформаций, 
соответствующих точкам С, Е, К на диаграмме растяжения, превышающих их 
значения в контрольных точках (рис. 1). 

Применением частного случая метода динамической идентификации при 
импульсном входном воздействии на объект исследования – метода моментов 
[4, 10] – на основе анализа параметров сигнала ЭМАП формируется интеграль-
ный параметр W(p) в операторной форме, характеризующий совокупность ме-
ханических, акустических и электрофизических свойств образца металла,  
соответствующих напряжённо-деформированному состоянию и поврежденно-
сти структуры согласно диаграмме растяжения [6]. 

                                                      
1 ГОСТ 1497-84. Металлы. Методы испытаний на растяжение. М.: Стандартинформ, 2008. 26 с. 
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Рис. 1. Диаграмма растяжения образца из стали Ст3сп 

 
Путем замены оператора p на ϳω получаем частотные модели напряженно-

деформированного состояния образцов [6, 7]: 
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где Y(jω) и X(jω) – сигналы отклика и воздействия ЭМА преобразователя в ча-
стотной форме; B(jω) и A(jω) – многочлены числителя и знаменателя; K – ко-
эффициент передачи; ai, bi – коэффициенты многочленов числителя и знаме-
нателя. 

Каждой точке диаграммы растяжения металла соответствует своя частот-
ная модель (1), формируемая совокупностью гармонических составляющих 
сигнала ЭМА преобразователя, поэтому по значениям параметров гармониче-
ских составляющих сигнала можно решить обратную задачу – идентифициро-
вать текущее напряженно-деформированное состояние образца металла. Гра-
фическим изображением частотной модели является амплитудно-фазовая ча-
стотная характеристика (АФЧХ) объекта контроля на комплексной плоскости. 
На рис. 2 в качестве примера представлены АФЧХ образца из стали Ст3сп в ис-
ходном состоянии и при остаточном напряжении растяжения 320 МПа. 

АФЧХ наглядно демонстрируют, что с изменением напряженно-деформи-
рованного состояния и поврежденности структуры образцов металла происхо-
дит изменение параметров частотных характеристик и, соответственно, пара-
метров спектра гармонических составляющих сигнала ЭМАП. Для решения 
обратной задачи – идентификации напряженно-деформированного состояния 
и поврежденности структуры металла в соответствии с диаграммой нагруже-
ния используется искусственная нейронная сеть, обученная по результатам 
экспериментальных исследований. 
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Рис. 2. Амплитудно-фазовые частотные характеристики (АФЧХ) образца стали Ст3сп  
при растяжении: а – без нагрузки; б – при нагрузке 320 Мпа 

 
Результаты. Для идентификации напряженно-деформированного состоя-

ния и поврежденности металла по значениям параметров гармонических со-
ставляющих сигнала ЭМА преобразователя разработана и обучена ИНС. Реа-
лизация проекта осуществлялась с использованием языка программирования 
C#, среды разработки Microsoft Visual Studio, библиотеки ML.NET, основан-
ной на фреймворке .NET. В основе ML.NET лежит модель машинного обуче-
ния. Эта модель определяет шаги, которые необходимо выполнить для полу-
чения прогнозов на основе входных данных [11]. Была выбрана интеллекту-
альная модель классификатора данных, которая прогнозирует их распределе-
ние по нескольким классам (категориям). При обучении используется набор 
данных с метками, обученный классификатор уже может распределять по 
классам новые данные без меток. 

В качестве инструмента обработки данных в ИНС-классификаторе высту-
пает полиномиальная логистическая регрессия, которая является разновидно-
стью множественной регрессии, общее назначение которой состоит в анализе 
связи между несколькими независимыми переменными (называемыми также ре-
грессорами или предикторами) и зависимой переменной. В процессе обучения 
с учителем на вход и выход ИНС подаются соответствующие параметры, по зна-
чениям которых она подстраивает веса своих синаптических связей в соответ-
ствии с алгоритмом, стремящимся минимизировать ошибку. Для каждого вход-
ного вектора существует целевой вектор на выходе. Вместе они образуют пред-
ставительскую или обучающую выборку. Вычисления ошибок и подстройка 
весов осуществляются до тех пор, пока ошибка по всему обучающему массиву 
не достигнет приемлемо низкого уровня. 

Структура ИНС на основе модели логистической регрессии изображена 
на рис. 3, она содержит 3 слоя: 

 входной слой (первый слой в нейронной сети, который принимает вхо-
дящие сигналы и передает их на последующие уровни); 

 скрытый (вычислительный) слой; 
 выходной слой (последний слой в сети, целевая функция). 
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Рис. 3. Структура искусственной нейронной сети 

 
Входными данными для ИНС служат амплитуды и фазы первых 15 гармо-

ник сигнала ЭМАП. Выборка данных формируется в формате MS Excel 
для дальнейшей загрузки в ИНС для ее обучения (рис. 4). Одна строка соот-
ветствует одному измерению, состоит из 30 значений и метки класса (заранее 
задаем известную точку на диаграмме напряженно деформированного состоя-
ния, так как применяем «обучение с учителем»). 

 

 
Рис. 4. Выборка входных данных 

 
Далее входные данные поступают на скрытый слой и формируют весовую 

матрицу и векторы смещения (биасы). Логиты – это векторы необработанных 
(ненормализованных) прогнозов, генерируемые моделью классификации. 
Данная модель, в свою очередь, передается в функцию нормализации. Модель 
решает задачу многоклассовой классификации, поэтому логиты становятся 
входными данными для функции активации – softmax. Затем функция softmax 
генерирует вектор (нормализованных) вероятностей с одним значением 
для каждого возможного класса. 
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Функция активации softmax математически записывается как 
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где y – является входным вектором для функции softmax S (он состоит из n 
элементов для n классов); exp(yi) – стандартная экспоненциальная функция. 

Состояния функции активации softmax (2) соответствуют 8 заданным со-
стояниям выходных нейронов, определяющих наибольшую вероятность при-
надлежности к одному из 8 диапазонов между контрольными точками на диа-
грамме растяжения. 

Обучение ИНС осуществляется средствами библиотеки ML.NET следую-
щим образом: 

1) осуществляется выбор сценария обучения в зависимости от поставлен-
ной задачи; 

2) осуществляется выбор среды обучения (персональный компьютер или 
выделенный удаленный сервер); 

3) загружается выборка данных в формате .csv, .txt либо база данных SQL 
Server; 

4) устанавливается длительность обучения (с). 
В процессе обучения ИНС построитель моделей ML.NET исследует от-

дельные модели алгоритмов классификации, используя разные параметры, 
и выбирает среди них оптимальную модель для предоставленного набора дан-
ных. Следует отметить главное достоинство данного построителя моделей: он 
достаточно прост в использовании, так как процесс построения и исследования 
моделей полностью автоматизирован. Но в то же время это и главный недоста-
ток данного инструмента: по своей сути построитель моделей представляет со-
бой «черный ящик» ввиду отсутствия возможности оперирования пользовате-
лем тонкими ручными настройками и регулировками. 

После загрузки заранее сформированной обучающей выборки, состоящей 
из 586 строк MS Excel (около 50–80 строк на каждый класс), автоматический 
построитель моделей ML.NET исследовал 183 модели, среди которых выделил 
наилучшую, точность которой достигает 92,16% (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Представление результата обучения ИНС 
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Результатом обучения ИНС является интеллектуальная модель, которая 
хранится внутри сформированного исполнительного файла программы. 
При загрузке новых экспериментальных данных гармонических составляю-
щих в программу входные данные обращаются к уже готовой интеллектуаль-
ной модели, которая, в свою очередь, формирует предположение, в каком про-
межутке между контрольными точками диаграммы напряженно-деформиро-
ванного состояния находится исследуемый образец металла. 

Выводы. В зонах повышенной концентрации механических напряжений ме-
таллических конструктивных элементов энергетического оборудования зарожда-
ются неоднородности структуры металла микро- и субмикронных размеров, ко-
торые под действием постоянных и переменных нагрузок развиваются в макроде-
фекты, приводящие к разрушению. Ранняя идентификация напряженно-деформи-
рованного состояния и поврежденности структуры металла позволяет предотвра-
тить аварии, связанные с отказом и разрушением оборудования. Одним из пер-
спективных направлений решения этой задачи является использование электро-
магнитно-акустического преобразования, информативный потенциал которого 
на сегодняшний день исследован недостаточно полно. 

По результатам исследований предложено применение в качестве инте-
грального параметра для идентификации напряженно-деформированного со-
стояния и поврежденности металла оборудования частотной модели, получае-
мой на основе спектрального анализа сигнала ЭМАП. 

Использование искусственной нейронной сети для анализа параметров ча-
стотной модели позволяет упростить процесс идентификации напряженно-де-
формированного состояния и поврежденности металла конструкций, повысить 
её достоверность и, соответственно, надежность и безопасность эксплуатации 
электрооборудования. Для повышения достоверности идентификации напря-
женно-деформированного состояния и поврежденности металла электрообо-
рудования будут продолжены экспериментальные исследования, направлен-
ные на расширение обучающей базы данных частотных моделей. 
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NEURAL NETWORK PROCESSING  
OF ELECTROMAGNETIC ACOUSTIC SIGNALS  

TO IDENTIFY THE STRESS-STRAIN STATE  
AND DAMAGE OF POWER EQUIPMENT 

Key words: stress-strain state, electromagnetic-acoustic diagnostic method, amplitude and 
phase spectra of harmonics, frequency characteristics, artificial neural networks, machine 
learning. 

The purpose of the study is to develop and train an artificial neural network to identify the 
stress-strain state and damage to the metal of power equipment based on the values of the 
parameters of the harmonic components of the electromagnetic-acoustic transducer signal.  
Materials and methods. Experimental study of the relationship between the parameters of 
the harmonic components of the signal of an electromagnetic-acoustic transducer with the 
stress-strain state and damage to the structure of standard metal samples, development of 
an artificial neural network and methods for its training to identify the stress-strain state 
and damage to the structure of the metal according to the loading diagram.  
Results. Analysis of changes in the microstructure and frequency models of standard 
steel samples used in power engineering confirmed the possibility of identifying the 
stress-strain state and damage to the structure of metals based on the values of the pa-
rameters of the harmonic components of the electromagnetic-acoustic transducer signal. 
To solve this problem, an artificial neural network has been developed and trained. After 
training, the effectiveness of the network in identifying the stress-strain state and damage 
to the structure of metals reached 92.16%, which is acceptable for the tasks of recogniz-
ing the technical condition of metal structural elements of electrical installation  
equipment.  
Conclusions. The use of an artificial neural network to identify the stress-strain state and 
damage to metal structures based on the harmonic parameters of the electromagnetic-
acoustic transducer signal enables to identify areas of concentration of mechanical stress 
and damage to the metal structure at the early stage of development, thereby increasing 
reliability and safety operation of electrical equipment. 
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СРАВНЕНИЕ АРХИТЕКТУР НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ  
В ЗАДАЧЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ПОТРЕБЛЕНИЯ  
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зирование, одномерные сверточные сети. 

Прогнозирование потребления электроэнергии является ключевым инструментом 
для предприятий, энергоснабжающих и электросетевых организаций. Точное про-
гнозирование позволяет планировать распределение ограниченных ресурсов элек-
тросетевого хозяйства, а также управлять спросом на электроэнергию. Повыше-
ние точности прогнозирования электропотребления становится особенно важным 
в условиях распространения технологий управления спросом. 
Целью исследования является повышение точности прогнозирования электропо-
требления объектом электроснабжения при использовании нейронных сетей. 
Материалы и методы. В работе использован набор данных, содержащий профиль 
мощности предприятия за трехмесячный период, а также дополнительные данные, 
такие как время суток, день недели, выходные и праздничные дни, месяц. Набор дан-
ных разделен на тренировочную и контрольную части. Произведены предваритель-
ная обработка данных, проектирование архитектуры нейронной сети, обучение 
и тестирование. Критериями качества обучения выбраны средняя абсолютная 
ошибка, среднеквадратическая ошибка и коэффициент детерминации. 
Результаты исследования. В работе выполнен сравнительный анализ трех архи-
тектур нейронных сетей: одномерной сверточной сети, рекуррентной нейронной 
сети с долговременной и краткосрочной памятью и WaveNet, на основе которого 
были оценены их показатели качества прогнозирования электропотребления. Пока-
зано, что все рассматриваемые архитектуры нейронных сетей подходят для при-
менения в задаче прогнозирования электропотребления. Сети с долговременной 
и краткосрочной памятью показали хорошие результаты в прогнозировании мощ-
ности, благодаря их способности обрабатывать долгосрочные временные зависи-
мости. Архитектура WaveNet превзошла как рекуррентные нейронные сети на ос-
нове модели с долговременной и краткосрочной памятью, так и одномерные свер-
точные сети по выбранным критериям. 
Выводы. Исследование позволило сделать вывод о том, что использование нейрон-
ных сетей, особенно архитектур с долговременной и краткосрочной памятью 
и WaveNet, эффективно для прогнозирования электропотребления. Качество про-
гнозирования существенно зависит от выбора гиперпараметров и предварительной 
обработки исходных данных. Перспективу дальнейших исследований в данной обла-
сти составляет изучение влияния различных факторов на точность прогнозирова-
ния, а также оптимизация процесса обучения нейронных сетей. 

 
Введение. Нейронные сети широко применяются для моделирования 

сложных процессов, классификации и прогнозирования различных процессов, 
в том числе в электроэнергетике. Так, прогнозирование энергопотребления 
позволяет предприятиям планировать распределение ресурсов. Для сетевых 
организаций прогнозирование потребления позволяет обеспечить стабиль-
ность сети и более эффективно управлять спросом на энергию. 

Для решения задач прогнозирования временных рядов существует не-
сколько методов, включая регрессионный анализ и использование нейронных 
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сетей [1]. Метод регрессии основан на статистическом анализе связи между 
зависимой переменной и одной или несколькими независимыми перемен-
ными. В контексте прогнозирования временных рядов это означает использо-
вание прошлых значений временного ряда в качестве независимых перемен-
ных для прогнозирования будущих значений. 

К типам нейронных сетей, применяемых для анализа временных рядов, 
относятся рекуррентные нейронные сети (RNN), сверточные нейронные сети 
(CNN) [6] и нейронные сети типа WaveNet [7]. Возможность предсказания по-
следовательностей в рекуррентных нейронных сетях связана с сохранением те-
кущего состояния и передачей его в следующую итерацию. К наиболее распро-
страненным типам таких сетей относятся простая рекуррентная нейронная сеть 
(Simple RNN) и нейронная сеть с долгой кратковременной памятью (LSTM) [13]. 
Сверточные нейронные сети (CNN), обычно используемые при анализе изобра-
жений, могут применяться также для прогнозирования временных рядов [10]. 
Одна из возможных архитектур CNN для такой задачи – это 1D сверточная 
нейронная сеть, описанная в работе [12]. Архитектура нейронной сети WaveNet 
предполагает использование длинных сверточных фильтров, которые позво-
ляют запоминать длительные зависимости во временном ряду. В отличие 
от сверточных нейронных сетей, которые используют фильтры фиксирован-
ной длины, WaveNet использует фильтры с переменной длиной. 

Известно большое количество работ, в которых нейронные сети применя-
ются для прогнозирования временных рядов. Так, в статьях [3, 4] авторы опи-
сывают результаты исследований, направленные на повышение точности крат-
косрочного прогнозирования суточных графиков активной мощности. В ра-
боте использовались четыре прогнозные модели, включая сингулярный спек-
тральный анализ (SSA), метод наименьших квадратов, тригонометрическую 
интерполяцию, а также нейронные и нечеткие нейронные сети (ННС). Насто-
ящая работа посвящена исследованию новых архитектур нейронных сетей 
в задаче прогнозирования электропотребления. 

К проблемам, с которыми обычно сталкиваются при прогнозировании 
энергопотребления, относятся: 

1. Игнорирование значимых факторов, влияющих на энергопотребление. 
Так, некоторые модели учитывают только временные зависимости без учета 
сезонности, погодных условий, дневного ритма и других факторов. 

2. Отсутствие точных данных. Например, информация о погодных усло-
виях или об изменении потребления может быть неполной или неточной, что 
может привести к неточным прогнозам. 

3. Изменения в потреблении электроэнергии со временем из-за различных 
факторов, таких как изменение образа жизни людей, изменение технических 
характеристик оборудования и совершенствование производственных процес-
сов. Нейросетевые модели не всегда способны адаптироваться к таким дина-
мическим изменениям, что приводит к неточности прогнозов. 

4. Взаимосвязь потребления электроэнергии с экономическими показате-
лями, например, ценами на энергоносители [8]. 

Решение этих проблем предполагает создание более точных и гибких  
моделей прогнозирования, использование более широкого набора исходных 
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данных, а также учет неопределенности и непредсказуемости в моделях про-
гнозирования [13]. 

Целью исследования является сравнение точности работы трех различ-
ных архитектур нейронных сетей – одномерной сверточной сети, WaveNet 
и рекуррентной нейронной сети с моделью LSTM – при прогнозировании 
энергопотребления. 

Новизна заключается в применении архитектуры WaveNet, изначально 
разработанной для моделирования звуковых сигналов, прогнозирования энер-
гопотребления с использованием причинно-следственных сверток, что позво-
ляет сети фиксировать долгосрочные зависимости в данных. 

Материалы и методы. В работе приводится сравнение качества прогно-
зирования энергопотребления при использовании нейронных сетей различных 
архитектур: одномерной сверточной нейронной сети CNN, сети типа WaveNet 
и рекуррентной нейронной сети на основе модели LSTM. 

В качестве критериев качества обучения нейронной сети обычно применя-
ются метрики MSE, MAE, R2 [9]. Средняя квадратичная ошибка (MSE) опреде-
ляется как среднее значение квадратов разностей между прогнозами модели 
и фактическими значениями. Средняя абсолютная ошибка (MAE) рассчитывается 
как среднее значение разностей абсолютных значений между прогнозируемыми 
и фактическими значениями. Метрики MSE и MAE показывают, насколько 
близки в среднем прогнозные значения к фактическим. Для качественной мо-
дели данные метрики близки к нулю. Коэффициент детерминации (R2) приме-
нительно к задаче прогнозирования определяется как 1 – D(e)/D(y), где D(e) – 
дисперсия разностей прогнозных и фактических значений; D(y) – дисперсия 
прогнозных значений. Значение метрики R2 находится в диапазоне от 0 до 1, где 
1 означает идеальное соответствие модели данным, а 0 означает, что модель 
не соответствует данным лучше, чем простое среднее значение. 

В качестве набора данных использовался трехмесячный профиль потребле-
ния мощности предприятием, включающий 2210 значений. В качестве дополни-
тельных факторов использовались такие параметры, как время суток, день недели, 
месяц. Из 2210 часов профиля мощности 1000 часов использовалось для обучения 
модели, 1210 для валидации. На вход модели подавался 300-часовой фрагмент 
профиля мощности, на выходе получали 200 часов прогнозного профиля мощно-
сти, после чего выполнялось сравнение прогнозных и истинных значений. 

Использованы такие методы исследования, как сбор данных, предваритель-
ная обработка данных, проектирование архитектуры нейронной сети, обучение 
и тестирование, оценка производительности, статистический анализ. Расчеты 
проводились с использованием модулей Tensorflow и Keras [2] для языка програм-
мирования Python [11]. 

Результаты исследования. Рассмотрим результат работы рекуррентной 
нейронной сети (RNN) с долговременной кратковременной памятью (LSTM), 
которые обычно применяются для задач последовательной обработки данных, 
включая прогнозирование временных рядов. Использование RNN с LSTM 
для прогнозирования энергопотребления включает следующие этапы: 

1. Предварительная подготовка данных для использования при обучении 
и тестировании RNN: сбор данных, их нормализация, добавление информации 
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о таких параметрах, влияющих на потребление электроэнергии, как время су-
ток, день недели, выходные и праздничные дни, месяц [5]. 

2. Разработка модели: определение архитектуры нейронной сети, точная 
настройка таких гиперпараметров, как количество скрытых слоев, скорость 
обучения и размер пакета, для оптимизации производительности модели и точ-
ности прогнозирования [15]. 

3. Обучение и проверка RNN на предварительно обработанных дан-
ных [10]. 

4. Оценка качества обучения нейронной сети: после обучения RNN 
с LSTM производится оценка точности прогнозирования. Для этого применя-
лись следующие метрики: среднеквадратическая ошибка (MSE), средняя абсо-
лютная ошибка MAE и коэффициент детерминации (R2). 

В качестве альтернативы RNN с LSTM рассматривалась одномерная свер-
точная сеть (CNN) [14], которая имеет только одну входную переменную. Ар-
хитектура CNN состоит из сверточного слоя, принимающего входные данные 
временных рядов, за которым следуют один или несколько полносвязных 
слоев, преобразующих выходные данные сверточного слоя в окончательные 
выходные данные. Сверточный слой выполняет серию сверток входных дан-
ных (временных рядов), используя набор обучаемых фильтров или ядер. В ре-
зультате CNN фиксирует закономерности и тенденции в данных временных 
рядов. Сверточный слой способен обнаруживать локальные закономерности 
в исходных временных рядах, в то время как полносвязные слои могут захва-
тывать более глобальные закономерности. 

В работе также рассматривалась архитектура глубокой нейронной сети 
типа WaveNet. Сеть составлена из 3 расширенных сверточных слоев, которые 
позволяют фиксировать долгосрочные временные зависимости в данных. Каж-
дый сверточный слой использует набор обучаемых фильтров или ядер для из-
влечения признаков из входных данных временных рядов. 

Изменение метрики потерь нейронных сетей типов LSTM, CNN и WaveNet 
при обучении в зависимости от номера эпохи показана на рис. 1. Результаты 
обучения представлены на рис. 2. Метрика потерь (loss) является числовой 
оценкой разницы между прогнозируемыми значениями модели и фактиче-
скими значениями (целевыми данными) во время обучения. Она представ-
ляет собой меру того, насколько хорошо модель справляется с задачей про-
гнозирования. Обычно метрика потерь вычисляется как функция от разницы 
между прогнозируемыми и целевыми значениями. В случае регрессии рас-
пространенной метрикой потерь является среднеквадратичная ошибка (mean 
squared error, MSE). Низкое значение метрики потерь обычно указывает 
на более точную модель. В контексте прогнозирования энергопотребления, 
минимальное значение метрики потерь 0,04 может указывать на то, что мо-
дель достаточно обучена. 

Результаты расчета значений метрик MSE, MAE, R2 для нейронных сетей 
типов LSTM, CNN и WaveNet в рассматриваемой задаче прогнозирования 
представлены в таблице. 
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Рис. 1. Метрика потерь loss(MSE) нейронных сетей типов LSTM (а), CNN (б), WaveNet (в)  
при обучении в зависимости от номера эпохи e:  

1 – тренировочный набор данных; 2 – контрольный набор данных 
 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Результаты предсказания профиля мощности нейронных сетей типов LSTM (а), 
CNN (б), WaveNet (в): P* – мощность, усредненная на интервале в 1 ч, о.е.; t – время, сут.; 

1 – фрагмент профиля мощности, используемого в качестве тренировочного; 2 – фактические 
значения профиля мощности; 3 – результат предсказания 

 
Метрики качества работы нейронной сети на контрольном наборе данных 

Тип нейронной сети MSE MAE R2 
RNN c LSTM-ячейками 0,043 0,116 0,126 
CNN 0,046 0,163 0,065 
WaveNet 0,033 0,146 0,337 

 
Оценивая результаты предсказания профилей мощности, представленные 

на рис. 2, и метрики качества, можно отметить, что RNN с LSTM в целом удо-
влетворительно справляются с задачей прогнозирования, но с увеличением 
глубины прогноза точность значительно падает. Как показывают результаты 
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моделирования, архитектура WaveNet по сравнению с архитектурами LSTM 
и CNN позволяет фиксировать сложные закономерности в данных, включая 
нелинейные отношения и сезонность при прогнозировании как на краткосроч-
ном, так и на долгосрочном интервале. Недостатком WaveNet является ее вы-
числительная сложность. 

С точки зрения практической значимости для прогнозирования профиля 
мощности выбор оптимальной архитектуры нейронной сети зависит от кон-
кретного объекта электроснабжения. Важно отметить, что качество прогнози-
рования зависит не только от архитектуры нейронной сети, но и от выбора ги-
перпараметров, наличия дополнительных рядов данных, связанных с потреб-
лением электроэнергии, а также от качества предварительной подготовки ис-
ходных данных в целом. Учет типа потребителя электроэнергии, корректный 
выбор дополнительных наборов данных, коррелирующих с целевым профилем 
мощности, требует дополнительных экспериментов с более длительными про-
филями мощности, что может составлять перспективу дальнейших исследова-
ний по теме работы. 

Вывод. 1. Рекуррентные нейронные сети (RNN) и их варианты: сети с долго-
временной кратковременной памятью (LSTM), сверточные нейронные сети 
(CNN) и WaveNets могут применяться для прогнозирования профилей мощности. 

2. Показано, что LSTM хорошо работают в задачах прогнозирования мощ-
ности, поскольку они могут обрабатывать долгосрочные зависимости и иметь 
память о прошлых событиях. CNN и WaveNets также могут подходить для за-
дач прогнозирования мощности, где важны локальные временные закономер-
ности и долгосрочные зависимости, соответственно. 

3. Точность прогнозирования с использованием рассмотренных архитек-
тур нейронных сетей зависит от длины обучающей выборки и количества до-
полнительных параметров, сложности модели и выбора гиперпараметров. 
Не самая высокая точность валидации в рассматриваемых примерах объясня-
ется случайным характером потребления электроэнергии с периодом 2–3 ч 
с практически равномерной плотностью вероятности. 
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Denis V. BORTNIK, Aleksandr I. ORLOV 

COMPARISON OF NEURAL NETWORK ARCHITECTURES  
TO PREDICTING ELECTRICITY CONSUMPTION BY ENTERPRISE 

Key words: neural network, recurrent neural networks, WaveNet, prediction, one-di-
mensional convolutional networks. 

Forecasting of electricity consumption is a key tool for enterprises, energy supply and 
power grid organizations. Accurate forecasting enables to plan the distribution of lim-
ited resources of the power grid facilities, as well as to manage the demand for elec-
tricity. In the context of modern demand management technologies, improving the ac-
curacy of forecasting of electricity consumption becomes especially important. 
The purpose of the study is to improve the accuracy of predicting power consumption 
by the power supply object using neural networks.  
Materials and methods. The work used a data set containing a profile of the enterprise's 
capacity for a three-month period, as well as additional data, such as time of day, day 
of the week, weekends and holidays, month. The data set is divided into training and 
control parts. Preliminary data processing, neural network architecture design, train-
ing and testing were carried out. The criteria for the quality of training are the mean 
absolute error, the mean square error and the coefficient of determination. 
Research results. In the work, a comparative analysis of three neural network archi-
tectures was performed: a one-dimensional convolutional network, a recurrent neural 
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network with long-term and short-term memory, and WaveNet, on the basis of which 
their indicators of the quality of power consumption forecasting were evaluated. It was 
shown that all considered architectures of neural networks are suitable for the use in 
the issue of predicting power consumption. Long-term and short-term memory networks 
have shown good results in power prediction due to their ability to handle long-term 
time dependencies. The WaveNet architecture outperformed both long-term and short-
term memory model-based recurrent neural networks and one-dimensional convolu-
tional networks by selected criteria. 
Conclusions. The study led to the conclusion that the use of neural networks, especially 
architectures with long-term and short-term memory and WaveNet, is an effective ap-
proach for predicting power consumption. The quality of forecasting significantly de-
pends on the choice of hyperparameters and preliminary processing of the initial data. 
Prospect for further research in this area is studying the influence of various factors on 
the accuracy of forecasting and optimization of the learning process of neural networks. 
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Е.Г. ВАСИЛЬЕВ, И.П. ИВАНОВ, А.В. МИХАЙЛОВ 

ПРОЕКТНЫЕ ПАРАМЕТРЫ МАГНИТНОЙ СИСТЕМЫ  
С ПОЛЫМ СЕРДЕЧНИКОМ ОДНОПОЛЮСНОГО ГЕРМЕТИЧНОГО 

КОНТАКТОРА ПОСТОЯННОГО ТОКА 

Ключевые слова: герметичный контактор, броневой электромагнит, проектирова-
ние, электромагнитная сила, численное моделирование, проектные параметры, маг-
нитная индукция. 

Однополюсные герметичные контакторы постоянного тока производятся многими 
зарубежными электротехническими компаниями, а современные аналоги россий-
ского производства отсутствуют. Одной из проблем при создании таких контак-
торов является проектирование магнитной системы, которой и посвящена статья. 
Целью исследования является выявление оптимальных магнитодвижущих и элек-
тромагнитных сил броневого электромагнита с полым сердечником. 
Материалы и методы. Исследования выполнены на основе магнитной системы 
контактора EV200 компании Kilovac с учетом возможных уточнений ее геометри-
ческих параметров. Расчет электромагнитной силы проведен путем численного мо-
делирования методом конечных элементов в Comsol Multiphysics. 
Результаты исследования. Описаны особенности конструкции магнитной си-
стемы, применяемой в контакторах фирм Gigavac и Kilovac. Проведены расчетные 
исследования электромагнитной силы при различных соотношениях геометрических 
параметров узла «якорь–сердечник», характеризующих отличительные особенно-
сти магнитной системы. Получены зависимости электромагнитной силы от кон-
структивных параметров броневого электромагнита с полым сердечником. По ре-
зультатам распределения магнитной индукции выполнена оценка правильности вы-
бора параметров магнитной системы. 
Выводы. Предложенные подходы расчета электромагнитных и магнитодвижущих сил 
проверены сопоставлением результатов расчета с данными промышленного образца 
и могут быть использованы при разработке контакторов российского производства. 

 

Введение. В однополюсных герметичных контакторах (ОГК), предлагае-
мых рядом зарубежных компаний, например Gigavac (США) [6], Kilovac 
(США) [7], TDK (Япония) [9], Kissling (Германия) [11], HONGFA (Китай) [8] 
и др., применяются магнитные системы (электромагниты) броневого типа как 
традиционного, так и оригинального исполнения. Некоторые вопросы иссле-
дования традиционных магнитных систем (МС) броневого типа, учитывающие 
особенности применения их в ОГК, рассмотрены в [5] и [12], а основы теории 
и проектирования этих МС широко освещены в технической литературе, 
например, в [2–4] и т.п. 

МС наиболее распространенных ОГК (серий Gigavac [6], Kilovac [7] и др.) 
представляют собой электромагнит (ЭМ) броневого типа оригинальной кон-
струкции с якорем, размещенным внутри сердечника. В имеющихся публика-
циях отсутствуют сведения по исследованию таких систем. Единственное упо-
минание встретилось в [10], где рассмотрен способ повышения удароустойчи-
вости одного варианта исполнения МС такого типа. 

Поэтому исследование подходов проектирования МС, которые могут быть ис-
пользованы при разработке российских аналогов, является актуальной проблемой. 
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Целью настоящего исследования является выявление оптимальных про-
ектных параметров, а именно магнитодвижущей и электромагнитной сил бро-
невого электромагнита с полым сердечником простой и технологичной кон-
струкции. 

Материалы и методы исследования. Для пояснения особенностей кон-
струкции и установления характерных соотношений геометрических парамет-
ров МС, влияющих на магнитодвижущую силу F и электромагнитную силу Pэ, 
использована разработанная по технологиям реверс-инжиниринга 3D модель 
контактора EV200 компании Kilovac, предлагаемая по результатам предвари-
тельного анализа известных ОГК [6–9, 11 и др.] в качестве прототипа при разра-
ботке российского аналога. Магнитодвижущие силы (МДС) установлены с ис-
пользованием традиционного метода графического сопоставления статических 
силовых характеристик МС (электромагнита). Расчетные исследования электро-
магнитной силы выполнены путем численного моделирования в программном 
комплексе Comsol Multiphysics. Оптимальность параметров оценена по резуль-
татам анализа графических зависимостей и степени насыщения материала МС. 

Результаты исследований. Упрощенное изображение контактора с ука-
занием основных конструктивных элементов приведено на рис. 1. Конструк-
ция компактна, проста, без винтовых и защелкивающих соединений, что поз-
воляет автоматизировать сборку. 
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Рис. 1. Упрощенное изображение герметичного контактора,  

выполненное на основе 3D модели: 
1 – якорь; 2 – полый сердечник; 3 – стоп (фланец); 4 – магнитопровод; 5 – катушка;  

6 – неподвижные контакт-детали; 7 – мостик контактный; 8 – пружина контактная;  
9 – выводы главной цепи; 10 – пружина возвратная; 11 – шток, соединяющий мостик  

с якорем; 12 – постоянный магнит для гашения дуги; 13 – корпус 
 

Магнитную систему контактора составляют (рис. 2, а) цилиндрический 
якорь 1 со ступенчатым отверстием, полый сердечник 2, фланец 3 в виде диска 
с отверстием, магнитопровод 4 чашеобразной формы и обмотка управления 5. 

В отличие от МС броневого типа с внутренним воротничком [2–4], кото-
рый можно принять как конструктивный аналог, в рассматриваемой МС нера-
бочий торец якоря перемещается в пределах высоты сердечника, который  
является отдельным конструктивным элементом, а не составной частью  
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(воротничком) магнитопровода; причем в качестве магнитного полюса при-
тяжения рабочего торца якоря служит часть фланца с отверстием (без какого-
либо стопа). Другой характерной особенностью МС ОГК является комбини-
рованный (ресурсосберегающий) режим управления, именуемый часто, 
например, в [4], как «форсированное» управление, который обеспечивается 
разными параметрами широтно-импульсной модуляции напряжения на об-
мотке при включении и удерживании электромагнита. Эти особенности, 
несомненно, влияют на параметры МС, что важно учесть при проектирова-
нии новых МС. 
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Рис. 2. Эскиз электромагнита (а) и его силовые характеристики Pпр = f (δ) и Pэ = f (δ) (б): 
Pп – противодействующие силы пружин возврата Pп.в. и контактного нажатия Pп.к.;  

Pэ – электромагнитные силы при разных МДС обмотки F; 
1 – якорь; 2 – сердечник; 3 – стоп; 4 – магнитопровод; 5 – катушка 

 
Общая компоновка и основные характеристики и параметры МС (геомет-

рические размеры, рабочий зазор, действующие силы и т.п.) определяются 
в общем случае видом изделия, в котором используется эта МС, и степенью 
новизны разрабатываемого аналога. В отношении МС нового ОГК, разрабаты-
ваемого по технологиям реверс-инжиниринга, указанные показатели являются 
известными, и поэтому основная задача проектирования сводится к оптимиза-
ции МС с учетом результатов выбора МДС и выявленных зависимостей элек-
тромагнитной силы от особенностей этой МС, в первую очередь от соотноше-
ний геометрических параметров узла «якорь–сердечник» и новых требований 
(при необходимости). 

Расчет магнитодвижущих сил (МДС) удобно вести относительно электро-
магнитной силы удерживания якоря, которая может быть определена с исполь-
зованием графических построений (рис. 2, б) как 

Pэ.уд=Kз (Pк+Pп.в.2), 
где Pк – контактное нажатие; Pп.в.2 – сила возвратной пружины в сжатом состо-
янии; Kз – коэффициент запаса, обеспечивающий надежное удерживание с уче-
том разброса параметров и внешних механических воздействий (Kз=1,2÷1,5). 
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По результатам расчета МС при известном значении Pэ.уд находится МДС 
удерживания Fуд и при заданном коэффициенте включения (форсировки) Kф – 
значение МДС включения Fвкл: 

Fвкл= Kф Fуд. 
Проверка правильности выбранных МДС может быть выполнена сопостав-

лением силовых характеристик МС. В качестве примера на рис. 2, б приведены 
противодействующие характеристики МС промышленного образца контактора 
и ее расчетные тяговые характеристики при Fуд =130 А и Fвкл =660 А. 

Одной из основных задач проектирования рассматриваемой МС является 
определение оптимальных величин геометрических параметров элементов 
конструкции, определяющих ее отличие. Наиболее характерные из них (рис. 2, а): 
высота hc и диаметр dc полого сердечника 2; высота hя и диаметры dя и d1 
якоря 1; диаметр фланца dф (dф ≈ d1) и технологический зазор δт между якорем 
1 и полым сердечником 2. Параметры якоря 1 и сердечника 2 могут варьиро-
ваться в определенном диапазоне для конкретного типоразмера МС (для типо-
исполнения контактора по номинальному току), которые удобно выразить при 
расчетах относительно габаритов МС: высоты hм и диаметра dм магнитопро-
вода (в примерах расчета hм=18,5 мм, dм=47,6 мм). В качестве критерия оценки 
этих соотношений при исследованиях выбрана электромагнитная сила Pэ. 

На рис. 3 представлены результаты расчетов силы Pэ в зависимости от со-
отношений hс/hм при различных значениях соотношения hя/hм для характерных 
режимов работы МС. Как следует из рис. 3, максимальные значения Pэ обес-
печиваются при (hя/hм)>0,7 и (hс/hм) ≈ (0,6÷0,7). Значения параметров, выделен-
ные штрихпунктирными линиями, соответствуют данным образцам и явля-
ются близкими к оптимальным. 

 

 
 hя/hм = 0,38   hя/hм = 0,48   hя/hм = 0,70 

  hя/hм = 0,81 
а  б 

Рис. 3. Расчетные зависимости электромагнитной силы (Pэ) от соотношения высот сердечника  
и магнитопровода (hc/hм) при разных соотношениях высот якоря и магнитопровода (hя/hм)  

в режиме включения (а) при F = 660 А, δр = 2,2 мм  
и в режиме удерживания (б) при F = 130 А, δр = 0,05 мм 
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На рис. 4, а приведены зависимости электромагнитной силы от соотноше-
ния диаметров сердечника и магнитопровода (МС) dc/dм. При расчетах значе-
ния других диаметров (dя, dф, d1 и d2) установлены исходя из условия равенства 
площадей сечений сердечника и якоря при фиксированных значениях dс. 
При МДС включения сила Pэ с изменением диаметра dс практически не меня-
ется, а при МДС удерживания изменяется не более чем на 6%. Также несуще-
ственно меняется сила Pэ с изменением технологического зазора δт в пределах, 
возможных от конструктивного выполнения этого узла (рис. 4, б). Наибольшее 
уменьшение Pэ с увеличением δт возможно в режиме удерживания якоря до 28%. 

 

 
 F=660 А, δр = 2,2 мм   F=130 А, δр = 0,05 мм 

а  б 
Рис. 4. Зависимости силы Pэ (сплошные линия) и индукции в зазоре Вδ (штриховые линии)  
от соотношения диаметров dс/dм (а) и от величины технологического зазора δт между якорем  

и сердечником (б) при разных МДС обмотки и рабочих зазорах 
 

Оценка выбора геометрических размеров МС выполнена по результатам рас-
чета магнитной индукции в сечениях магнитопроводящих деталей и в рабочем за-
зоре МС при разных значениях МДС обмотки, рабочего зазора и геометрических 
параметров узла «якорь–сердечник». На рис. 5 в фоновом изображении показано 
распределение индукции для наиболее характерных режимов работы МС. При 
притянутом якоре в начальный момент включения, который длится менее 100 мс, 
значительная часть МС находится в состоянии, близком к насыщению (рис. 5, б), 
и индукция составляет B = (1,5÷2,4) Тл, а при срабатывании (рис. 5, а) и удержи-
вании (рис. 5, в) индукция в основной части МС составляет порядка 
B = (0,4÷0,95) Тл, что близко к граничному значению Bгр, при котором относи-
тельная магнитная проницаемость максимальная [1] (у применяемых в электро-
магнитах сталей марок 10895, 10850 и Ст.10 – Bгр = 0,8÷0,95 Тл.). 

Магнитная индукция в рабочем зазоре Bδ, следовательно, на поверхности 
притянутых магнитных полюсов при разных соотношениях геометрических 
параметров системы близка к граничной Bгр. Все это свидетельствует о пра-
вильном выборе сечений магнитопроводящих деталей МС. 
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а  б в 

Рис. 5. Распределение магнитной индукции при разных режимах работы и параметрах системы: 
а – трогание якоря (δр = 2,2 мм, δт = 0,05 мм, F = 660 А);  

б – включенное состояние в режиме форсировки (δр = 0,05 мм, δт = 0,05 мм, F = 660 А);  
в – удерживание (δр = 0,05 мм, δт = 0,05 мм, F = 130 А) 

 
Единственно, что следует отметить, – высокое значение индукции на стыке 

основания сердечника с магнитопроводом (на рис. 5 указаны максимальные 
расчетные значения в точке). 

Интерес представляет степень влияния на работу МС сил трения между яко-
рем и сердечником, возникающих из-за электромагнитных сил их взаимного при-
тяжения вследствие возможных технологических несоосностей. Как показывают 
результаты экспериментов, такие силы в МС с минимальным технологическим 
зазором δт ≈0,05 мм составляют не более 13,3 г, это около 2,6% от силы пружины 
возврата. Поэтому при расчетах ими можно пренебречь. 

Выводы. 1. Предложен подход определения магнитодвижущих сил об-
мотки управления броневой МС с полым сердечником, проектируемого по тех-
нологиям реверс-инжиниринга, исходя из режима удерживания якоря. 

2. Получены расчетные зависимости электромагнитной силы от конструк-
тивных параметров характерного для рассматриваемой МС узла «якорь–сер-
дечник», по результатам которых установлены оптимальные значения этих  
параметров. 

3. Выполнена оценка правильности выбора параметров МС сопоставле-
нием расчетных значений магнитной индукции в МС с граничным значением 
индукции материала, при котором относительная магнитная проницаемость 
максимальна. 
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Evgeniy G. VASILYEV, Ivan P. IVANOV, Alexey V. MIKHAILOV 

DESIGN PARAMETERS OF THE MAGNETIC SYSTEM  
WITH A HOLLOW CORE  

OF A SINGLE-POLE HERMETICALLY SEALED DC CONTACTOR 

Key words: hermetic contactor, armored electromagnet, design, electromagnetic force, nu-
merical simulation, design parameters, magnetic induction. 

Single-pole sealed DC contactors are produced by many foreign electrical engineering compa-
nies, and there are no modern analogues of Russian production. One of the problems when cre-
ating such contactors is the design of the magnetic system, which is the subject of the article. 
The purpose of the study is to identify the optimal magnetomotive and electromagnetic 
forces of an armored electromagnet with a hollow core. 
Materials and methods. The studies were carried out on the basis of the magnetic system 
of the EV200 contactor from Kilovac, taking into account possible refinements of its geo-
metric parameters. The calculation of the electromagnetic force was carried out by numer-
ical simulation by the finite element method in Comsol Multiphysics. 
Research results. The design features of the magnetic system used in contactors from Giga-
vac and Kilovac are described. Calculation studies of the electromagnetic force were car-
ried out for various ratios of the geometric parameters of the armature-core assembly, 
which characterize the distinctive features of the magnetic system. The dependences of the 
electromagnetic force on the design parameters of an armored electromagnet with a hollow 
core were obtained. Based on the results of the distribution of magnetic induction, an as-
sessment of the correctness of the choice of parameters of the magnetic system was made. 
Conclusions. The proposed approaches to calculating electromagnetic and magnetomotive 
forces are verified by comparing the calculation results with the data of an industrial design 
and can be used in the development of contactors manufactured in Russia. 
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ПРИМЕНЕНИЕ АЛГОРИТМА ДЕРЕВА РЕШЕНИЙ  
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ное масло, эксплуатационный персонал, хроматографический анализ растворенных 
газов, алгоритм дерева решений. 

Силовой маслонаполненный трансформатор является основным звеном в процессе 
преобразования и передачи электрической энергии в электрических сетях практиче-
ски на всех классах напряжений. На данный момент в нашей стране эксплуатиру-
ется со значимым превышением срока эксплуатации более 50% из них, что повы-
шает требования к их надлежащему техническому контролю и полноценной диагно-
стике всех его основных узлов. 
Цель исследования – рассмотрение способов упрощения и автоматизации процесса 
технического диагностирования силового маслонаполненного оборудования посред-
ством применения методов искусственного интеллекта, а именно алгоритма дерева 
решений для оценки результатов хроматографического анализа трансформатор-
ного масла. 
Материалы и методы. В качестве исходных данных рассмотрены и проанализированы 
результаты хроматографического анализа растворенных газов в трансформаторном 
масле, проведенные в течение периода времени с 11 декабря 2009 г. по 12 декабря 2020 г. 
для двух силовых трансформаторов классом напряжения 110 кВ, установленных в энер-
госистеме одного из регионов страны. В качестве программного приложения, использу-
емого для диагностирования технического состояния силового трансформатора с по-
мощью методов искусственного интеллекта, нами выбрано бесплатное приложение 
Deductor Academic 5.3 Build 0.46. 
Результаты исследования. В статье рассмотрено применение перспективного 
метода (алгоритма дерева решений) интерпретации данных, получаемых по ре-
зультатам хроматографического анализа растворенных газов в трансформатор-
ном масле. Данные анализа подвергались обработке посредством методов искус-
ственного интеллекта, результатом работы которых являлись достоверность 
и точность определения технического состояния силового маслонаполненного 
трансформатора. 
Выводы. По результатам исследования можно отметить, что для внедрения ис-
кусственного интеллекта при решении задачи диагностики силового трансформа-
тора с помощью применения результатов хроматографического анализа предло-
жен алгоритм дерева решений. 

 
Введение. Хроматографический анализ растворенных в масле газов 

(ХАРГ) является одним из эффективных методов диагностирования высоко-
вольтного маслонаполненного электрооборудования [1, 2, 4, 5, 9–11]. Этот ме-
тод применяют для определения причин возникновений дефектов, степени их 
опасности. С его помощью возможно определение местоположения неисправ-
ности отдельных узлов внутри бака трансформатора, что позволяет повысить 
эффективность и достоверность оценки технического состояния дорогостоя-
щего электрооборудования. 
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Использование этого метода также позволяет спрогнозировать риски, воз-
никающие в процессе эксплуатации вышеназванных устройств. В дальнейшем 
на основе анализа полученных данных необходимо принять меры, препятству-
ющие выходу их из строя. 

Однако процесс диагностирования напрямую зависит от механизма ин-
терпретации результатов ХАРГ. В частности, определяющим нормативным 
документом в части исследования вышеназванных устройств по этому методу 
является СТО 34.01-23-003-2019 «Методические указания по техническому 
диагностированию развивающихся дефектов маслонаполненного высоковоль-
тного электрооборудования по результатам анализа газов, растворенных в ми-
неральном трансформаторном масле»1. 

Для грамотной оценки, например, состояния силового трансформатора, 
эксплуатационному персоналу необходимо руководствоваться данным доку-
ментом, а также иметь не только представление о процессах, протекающих 
в нём, но и обладать соответствующим опытом и компетенциями. 

С точки зрения упрощения процесса технического диагностирования 
удобно пользоваться экспертными приложениями, с помощью которых воз-
можно интерпретировать полученные данные на основе имеющихся знаний 
и похожих случаев [3, 15]. Такое приложение позволит дать оценку состоянию 
электрооборудования напрямую, без участия человека. Стоит отметить, что со-
временное развитие технологий позволяет с помощью методов искусственного 
интеллекта (ИИ) и обработки данных испытаний и измерений силового транс-
форматора создавать указанные приложения [7]. 

Цель исследования – рассмотрение способов упрощения и автоматиза-
ции процесса технического диагностирования силового маслонаполненного 
оборудования посредством применения методов искусственного интеллекта, 
а также использование алгоритма дерева решений для оценки результатов хро-
матографического анализа трансформаторного масла. 

Материалы и методы исследования. В качестве исходных данных рас-
смотрены и проанализированы результаты хроматографического анализа рас-
творенных газов в трансформаторном масле, проведенные в течение периода 
времени с 11 декабря 2009 г. по 12 декабря 2020 г. для двух силовых трансфор-
маторов классом напряжения 110 кВ, установленных в энергосистеме одного 
из регионов нашей страны. 

В качестве программного приложения, используемого для моделирования 
процессов диагностирования технического состояния силового трансформатора 
с помощью методов ИИ нами выбрано бесплатное приложение Deductor 
Academic 5.3 Build 0.46. Это приложение обладает множеством инструментов 
для обработки исходных сведений, в том числе и рассматриваемым алгорит-
мом искусственного интеллекта. Данные были предварительно обработаны 

                                                      
1 СТО 34.01-23-003-2019. Методические указания по техническому диагностированию развива-
ющихся дефектов маслонаполненного высоковольтного электрооборудования по результатам 
анализа газов, растворенных в минеральном трансформаторном масле. М.: ПАО «Россети», 
2019. 63 с. 
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программными средствами, встроенными в приложение Deductor Academic, 
с целью повышения их качества и достоверности. 

Результаты исследования. Рассмотрим некоторые примеры математиче-
ских аппаратов ИИ, а именно алгоритм дерева решений для реализации этой 
задачи. 

Дерево решений (или дерево принятия решений, или дерево классифика-
ции, или регрессионное дерево) – средство поддержки принятия решений, ис-
пользующееся в методах искусственного интеллекта, анализе данных и стати-
стике [8, 15]. 

Структура дерева представляет собой «листья» и «ветки». На рёбрах 
(«ветках») дерева решения записаны признаки, от которых зависит целевая 
функция, в «листьях» записаны значения целевой функции, а в остальных уз-
лах – признаки, по которым различаются случаи. Чтобы классифицировать но-
вый случай, надо спуститься по дереву до листа и выдать соответствующее 
значение [12]. В отличие от нейронных сетей деревья как модели аналитиче-
ского решения задачи формируются более простым образом, потому что пра-
вила генерируются на естественном языке: например, «Если целевой параметр 
имеет значение меньше «0,01», то он имеет нормальное значение». 

Правила генерируются за счет обобщения множества отдельных наблю-
дений на основе обучающих примеров, описывающих рассматриваемую  
область технической задачи диагностирования состояния электрооборудова-
ния [6 ,16]. Поэтому их называют индуктивными правилами, а сам процесс 
обучения – индукцией «деревьев решений». В обучающем множестве для при-
меров должно быть задано целевое значение, так как деревья решений – мо-
дели, создаваемые на основе обучения с учителем [14]. 

Широкомасштабное внедрение искусственного интеллекта в электротехни-
ческие комплексы и системы нашей страны позволит наиболее эффективно 
и надежно управлять существующими объектами электроэнергетики. Использо-
вание практически всех имеющихся методов искусственного интеллекта спо-
собно свести к минимуму зависимость процессов управления в электроэнергети-
ческих структурах от человека. Однако для полномасштабного включения искус-
ственного интеллекта в электроэнергетику следует провести больше количество 
исследований, чтобы изучить, на что способен его алгоритмический аппарат. 

В качестве программного приложения, используемого для моделирования 
диагностирования силового трансформатора с помощью ИИ, нами выбрано бес-
платное приложение Deductor Academic 5.3 Build 0.46 (входит в состав аналитиче-
ской платформы Deductor Academic) [13]. Это приложение обладает интуитивно-
понятным интерфейсом, множеством инструментов для обработки данных. 

В качестве одного из инструментов используется алгоритм дерева приня-
тия решений (ДПР). Входными данными для обучения ДПР является таблица 
результатов ХАРГ. В качестве итогового значения определяются три состоя-
ния силового трансформатора [10]: 

 нормальное (содержание газов не превышает допустимых значений), 
в дальнейшем это состояние везде будет обозначаться зелёным цветом; 
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 требующего внимание (не превышает предельных допустимых значе-
ний), в дальнейшем это состояние везде будет обозначаться голубым цветом; 

 аварийное (превышает предельно допустимые значения концентраций 
растворенных в трансформаторном масле газов), в дальнейшем это состояние 
везде будет обозначаться красным цветом. 

Рассмотрим процесс диагностирования на примере результатов ХАРГ, по-
лученного на одном реальном силовом трансформаторе. В табл. 1 приведены 
данные о концентрациях характерных газов, упорядоченных по датам. Значения 
растворенных газов здесь приведены в объёмных долях, % от общего объема. 

 

Таблица 1 

Часть таблицы с результатами хроматографического анализа трансформаторного масла  
рассматриваемого преобразователя напряжения (указано 16 строк из 46) 

Дата Н2 СН4 С2Н4 С2Н6 С2Н2 СО СО2 состояние 
11.12.2009 0,003 0,0005 0,001 0,0005 0,0007 0,015 0,33 нормальное 
23.07.2010 0,002 0,0003 0,0005 0,0001 0,0008 0,011 0,13 нормальное 
12.11.2010 0,003 0,0005 0,0008 0,0001 0,0005 0,015 0,19 нормальное 
19.05.2011 0,004 0,0007 0,0012 0,0002 0,0004 0,013 0,2 нормальное 
22.11.2011 0,004 0,0008 0,0012 0,0002 0,0003 0,02 0,27 нормальное 
17.05.2012 0,005 0,0007 0,0011 0,0002 0,0003 0,014 0,28 нормальное 
27.11.2012 0,011 0,0194 0,0429 0,0038 0,0029 0,014 0,28 аварийное 
28.11.2012 0,011 0,0196 0,0439 0,0039 0,0027 0,014 0,29 аварийное 
27.03.2013 0,005 0,0132 0,038 0,0035 0,0022 0,011 0,25 аварийное 
22.05.2013 0,005 0,0104 0,0344 0,0034 0,0022 0,012 0,27 аварийное 
31.10.2013 0,004 0,0048 0,0261 0,0026 0,0011 0,013 0,23 требует внимания 
30.01.2014 0,004 0,0038 0,0239 0,0026 0,001 0,012 0,27 требует внимания 
27.02.2014 0,004 0,0036 0,0235 0,0025 0,0011 0,011 0,28 требует внимания 
17.04.2014 0,005 0,0031 0,0219 0,0024 0,0009 0,011 0,25 нормальное 
25.04.2014 0,001 0,0002 0,0018 0,0002 0,0001 0,001 0,02 нормальное 
25.04.2014 0,015 0,002 0,0032 0,0003 0,0023 0,001 0,03 аварийное 

 
Статистика загруженных данных, по гистограмме которой следует, что 

необходимо произвести проверку качества данных, представлена на рис. 1. 
Здесь в ходе проверки вычисляются основные статистические данные ха-

рактерных газов, являющиеся входным набором для обучения и работы алго-
ритма ДПР: минимальные и максимальные, средние значения, сумма и квадрат 
суммы, стандартное отклонение по каждому из столбцов, указанной из табл. 1. 

Для параметра «состояние» указано три возможных варианта, которые яв-
ляются выходными (диагностическими) значениями. В то время как параметр 
«Состояние_OUT», являющийся расчетным, принимает только два значения 
вследствие внутренней математической обработки. 

На рис. 2 представлены результаты проверки, которые указывают на то, 
что необходимо произвести ограничение выбросов и полученных экстремаль-
ных данных для столбцов со значениями растворенных газов, таких как водо-
род (H2), метан (CH4), этан (C2H4). 

Характерные газы имеют непрерывный вид и вещественный тип данных, 
а состояние является строковой переменной, имеющей дискретный тип. 
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Рис. 1. Статистическая предварительная обработка входных данных дерева решений 

 

 
Рис. 2. Результаты проверки качества загруженных входных данных дерева решений 
 
Качество данных – обобщенное понятие, характеризующее степень при-

годности информации для анализа. Существует ряд критериев, которые ис-
пользуются для оценки правильности, полноты, точности и надежности, ис-
пользуемых для решения задач ИИ данных [14]. 

В столбце «Качество данных» у некоторых газов выставлено значение, 
меньшее «0,8», т.е. они непригодны для дальнейшей работы в качестве вход-
ных данных для ИИ. Указанные значения выходят из статистического диапа-
зона величин, приведённых на рис. 1, для таких газов, как водород (H2), метан 
(CH4) и этан (C2H4). В связи с этим приложение выставило соответствующее 
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оповещение о «предварительной обработке» указанных выбросов значений 
вышеупомянутых газов. 

Приведение исходных «сырых» данных в соответствие с требуемыми кри-
териями качества является важнейшей задачей работы алгоритмов ИИ и обра-
зует направление, называемое предварительной обработкой данных. 

В предварительной обработке данных для их дальнейшего использования 
в алгоритмах ИИ применяются такие манипуляции, как заполнение пропусков, 
выборочная обработка, редактирование выбросов и экстремальных значений 
методами аппроксимации и интерполяции [14]. 

В нашем случае внутренними средствами программного приложения 
«Deductor Academic» была произведена предварительная обработка данных 
методом интерполяции. Дальнейшие попытки по улучшению качества данных 
значительных успехов не давали, по этой причине было принято решение стро-
ить дерево решений на основе последних обработанных данных. 

Из всего массива входных данных алгоритм выявил наиболее характер-
ный газ – ацетилен (C2H2). Концентрация данного газа является наиболее  
характерной в роли диагностического фактора при разборе результатов ХАРГ 
[10, 12]. Результат выделения целевого атрибута приведен на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Определение целевого атрибута, наиболее влияющего на выходное состояние 

 
Алгоритмом самостоятельно выделено разграничение состояний силового 

трансформатора на основе количества растворенного ацетилена, определенного 
по результатам ХАРГ в трансформаторном масле, что приведено на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Разграничение целевого атрибута, полученного при работе алгоритма дерева решений 

при анализе результатов ХАРГ первого трансформатора 
 

Математическим аппаратом алгоритма дерева решений автоматически 
произошло разграничение целевого атрибута – концентрации растворенного 
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газа ацетилена (C2H2). Выделены с высокой поддержкой решения и достовер-
ностью границы концентрации (в %), в которых будет определяться техниче-
ское состояние электрооборудования. 

Воспользовавшись встроенным в приложение инструментом «Что – 
если», определим достоверность соотношения входных (концентраций раство-
ренных газов) и выходных (состояние электрооборудования) данных, приве-
денных в табл. 1. Анализ соотношений входных и выходных данных приведен 
на рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Инструмент «Что – если» 

 
Алгоритм дерева решений с высокой точностью, поддержкой и достовер-

ностью определил верность указанных в табл. 1 данных. 
Распознавание результатов ХАРГ трансформаторного масла алгоритмом 

дерева решений получилось достаточно высоким, что можно наблюдать 
из таблицы сопряженности, показанной на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Таблица сопряженности на примере выходных данных  

по состоянию первого силового трансформатора (ДПР) 

 
Алгоритм дерева решений с высокой точностью определяет три значения 

технического состояния силового трансформатора, что более чем достаточно 
для детальной диагностики электрооборудования. При этом были дополни-
тельно распознаны два состояния («Авария» и «Норма», выделенные в третьей 
строке), которые были заданы неверно в исходных данных, указанных в табл. 1. 

Рассмотрим работу сформированного алгоритма дерева решений для ин-
терпретации результатов ХАРГ другого силового трансформатора. 

Сделаем допущение, что силовой трансформатор обладает всеми анало-
гичными характеристиками (мощность, тип защиты масла, марка залитой  
диэлектрической жидкости и иные характеристики) и установлен на той же 
подстанции. В табл. 2 приведены данные ХАРГ и результаты распознавания 
алгоритмом дерева решений. Точность распознавания и достоверность зависи-
мости входных данных от выходной оценки достигают практически 100%. 
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Таблица 2 
Результаты распознавания алгоритмом дерева решений хроматографического анализа 

 газов второго трансформатора 

Дата H2 CH4 C2H4 C2H6 C2H2 CO CO2 Состояние 

11.12.2009 0,0010 0,0008 0,0157 0,0011 0,0000 0,0450 0,4900 требует 
внимания 

22.07.2010 0,0010 0,0009 0,0169 0,0013 0,0000 0,0640 0,5700 аварийное 
12.11.2010 0,0010 0,0008 0,0176 0,0014 0,0000 0,0550 0,5600 аварийное 
19.05.2011 0,0010 0,0008 0,0168 0,0014 0,0000 0,0460 0,5300 аварийное 
22.06.2011 0,0010 0,0008 0,0182 0,0015 0,0001 0,0580 0,6100 аварийное 

22.11.2011 0,0010 0,0007 0,0170 0,0014 0,0001 0,0560 0,5700 
требует 
внимания 

16.04.2012 0,0000 0,0006 0,0158 0,0013 0,0000 0,0380 0,5200 требует 
внимания 

17.05.2012 0,0010 0,0007 0,0157 0,0013 0,0000 0,0450 0,5500 аварийное 
27.09.2012 0,0010 0,0007 0,0154 0,0013 0,0000 0,0680 0,6200 аварийное 
28.11.2012 0,0010 0,0007 0,0156 0,0013 0,0000 0,0620 0,6200 аварийное 
27.03.2013 0,0000 0,0006 0,0158 0,0013 0,0001 0,0510 0,5800 аварийное 
22.05.2013 0,0000 0,0003 0,0090 0,0008 0,0000 0,0260 0,3800 нормальное 
31.10.2013 0,0000 0,0005 0,0089 0,0006 0,0000 0,0350 0,3600 нормальное 
27.02.2014 0,0010 0,0005 0,0107 0,0008 0,0000 0,0310 0,4100 нормальное 
20.05.2014 0,0010 0,0005 0,0108 0,0008 0,0002 0,0410 0,5300 нормальное 

26.08.2014 0,0010 0,0007 0,0122 0,0009 0,0001 0,0620 0,6400 
требует 
внимания 

30.10.2014 0,0010 0,0007 0,0119 0,0008 0,0003 0,0620 0,6100 требует 
внимания 

17.12.2014 0,0010 0,0006 0,0118 0,0008 0,0003 0,0440 0,5700 аварийное 
25.02.2015 0,0000 0,0006 0,0115 0,0006 0,0003 0,0340 0,5600 нормальное 
26.05.2015 0,0010 0,0007 0,0141 0,0008 0,0006 0,0420 0,6300 аварийное 

 
Выводы. В ходе диагностирования технического состояния двух находя-

щихся в эксплуатации силовых трансформаторов на основе хроматографиче-
ского анализа растворенных газов в масле с помощью алгоритма дерева реше-
ний при использовании программного средства Deductor Academic 5.3 Build 
0.71 были получены следующие результаты. Применение алгоритма дерева ре-
шений позволяет эффективно интерпретировать результаты ХАРГ, а также 
упростить и автоматизировать процесс технического диагностирования сило-
вого маслонаполненного электрооборудования. 
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Anton A. DIMITRIEV, Georgi M. MIKHEEV, Huseyjon U. KALANDAROV 

APPLICATION OF THE DECISION TREE ALGORITHM  
TO EVALUATE THE RESULTS OF CHROMATOGRAPHIC ANALYSIS OF 

TRANSFORMER OIL 
Key words: power transformers, diagnostics, transformer oil, operational personnel, chro-
matographic analysis of dissolved gases, decision tree algorithm. 

Power oil-filled transformer is the main link in the process of conversion and transmission 
of electrical energy in electrical networks at almost all voltage classes. At the moment in 
our country more than 50% of them are operated with significant excess of service life, 



Технические науки 83 

 

. 

which increases the requirements to their proper technical control and full-fledged diag-
nostics of all its main components.  
The aim of the research is to consider the ways of simplification and automation of the 
process of technical diagnostics of power oil-filled equipment by means of application of 
artificial intelligence methods, namely the decision tree algorithm for evaluation of the re-
sults of chromatographic analysis of transformer oil. 
Materials and Methods. As input data, the results of chromatographic analysis of dis-
solved gases in transformer oil conducted from December 11, 2009 to December 12, 2020 
for two power transformers of voltage class 110 kV installed in the power system of one of 
the regions of our country were considered and analyzed. As a software application used 
for diagnosing the technical condition of a power transformer using artificial intelligence 
methods, we selected the free application Deductor Academic 5.3 Build 0.46.  
Research results. The article considers the application of a promising method (decision 
tree algorithm) of interpretation of data obtained as a result of chromatographic analysis 
of dissolved gases in transformer oil. The analysis data were processed by means of artifi-
cial intelligence methods, the result of which was the reliability and accuracy of determin-
ing the technical condition of the power oil-filled transformer. 
Conclusions. According to the results of the study, a decision tree algorithm is proposed 
for the implementation of artificial intelligence in solving the problem of power transformer 
diagnostics using chromatographic analysis results. 
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КОМПЛЕКСНЫЙ АЛГОРИТМ ПРОЕКТИРОВАНИЯ  
ЭНЕРГОПРЕОБРАЗУЮЩЕЙ АППАРАТУРЫ  

КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

Ключевые слова: энергопреобразующая аппаратура, космический аппарат, преобразо-
ватели электрической энергии, надежность, КПД, коэффициент удельной мощности. 

Усложнение полезной нагрузки космических аппаратов приводит к необходимости 
применения нестандартных схемотехнических решений. Анализ научно-технических 
публикаций показал, что на сегодняшний день отсутствует формализированная ме-
тодика проектирования энергопреобразующей аппаратуры для космических аппа-
ратов. В имеющихся публикациях, как правило, рассматривается алгоритм проек-
тирования с учетом одного (КПД) либо двух критериев (КПД, массогабаритные ха-
рактеристики). При этом вопросы обеспечения безотказной работы энергопреоб-
разующей аппаратуры рассматриваются недостаточно, что приводит к последу-
ющей отбраковке большей части предлагаемых схемотехнических решений и сни-
жает эффективность разработчика. 
Цель исследования – сформировать алгоритм проектирования энергопреобразую-
щей аппаратуры космических аппаратов, учитывающий требования по надежно-
сти, КПД и коэффициенту удельной мощности. 
Материалы и методы. При выполнении работ использовались основные положения 
общей теории цепей и общей теории надежности технических систем. Все расчеты 
проводились в Mathcad 15.0. 
Результаты исследования. В статье поэтапно рассмотрен процесс проектирования 
на примере преобразователей постоянного напряжения – понижающего и повышаю-
щего типов. Показано, что учет требований надежности приводит к снижению мас-
согабаритных показателей (за счет дополнительной массы резервирующих элементов) 
и КПД (за счет потерь мощности на резервирующих элементах). Рассмотрены преоб-
разователи с промежуточным звеном переменного тока – на основе двойного активного 
моста (мостового инвертора с активным выпрямителем) и вольтодобавочной схемы. 
Из приведенного анализа видно, что применение преобразователей со звеном перемен-
ного тока в составе энергопреобразующей аппаратуры космических аппаратов затруд-
нено из-за низких показателей безотказности работы и массогабаритных показателей. 
Выводы. Схема энергопреобразующей аппаратуры космического аппарата должна 
обеспечивать функционирование в случае, как минимум, единичного отказа произ-
вольного полупроводникового элемента силовой части преобразователя. При этом 
наибольшую перспективность для применения имеют схемы с минимальным количе-
ством силовых элементов. Полученные уравнения показывают, что энергетические 
характеристики преобразователя необходимо оценивать после выполнения работ 
по обеспечению надежности. 

 

Введение. Отличием процесса разработки энергопреобразующей аппара-
туры (ЭПА) космических аппаратов (КА) от разработки аналогичной ЭПА для 
наземного применения являются повышенные требования к надежности преобра-
зователей энергии [3, 6, 7, 10], что обусловлено высокой стоимостью изделия и не-
возможностью проведения плановых/оперативных ремонтных работ. Наиболее 
емко суть требований по надежности описывается формулировкой «ЭПА должна 
обеспечивать заданные энергетические характеристики в течение всего срока ак-
тивного существования КА при N отказах произвольного элемента ЭПА». 
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При оценке надежности ЭПА можно принять допущение, что она определя-
ется надежностью наиболее нагруженного элемента, которая обратно пропорци-
ональна величине его электрической и тепловой нагрузки [6, 7, 9]. Учитывая, что 
наибольшая электрическая и тепловая нагрузка приходится на элементы силовой 
части ЭПА КА, можно говорить о приоритетности анализа уровня нагрузки на си-
ловую часть ЭПА при разработке преобразователей энергии. Требуемый уровень 
надежности для системы управления, измерительных и телеметрических функци-
ональных узлов (ФУ), а также вспомогательных систем и подсистем, как правило, 
обеспечивается за счет пониженной электрической нагрузкой, а также резервиро-
вания и мажоритарной обработки входных и выходных сигналов. 

Дополнительной особенностью при проектировании ЭПА КА является 
необходимость обеспечения максимально возможного коэффициента удель-
ной мощности (KУМ, Вт/кг, рассчитывается как отношение максимальной вы-
ходной мощности ЭПА на рабочем участке орбиты к массе ЭПА) [3, 4]. Сле-
дует учитывать, что доступная для размещения ЭПА площадь и масса внутри 
КА жестко ограничены и это приводит к необходимости применения схем 
с наименьшим количеством крупногабаритных элементов, таких как дроссели, 
трансформаторы, транзисторы и т.п. 

Соответственно, комплексное выполнение требований по обеспечению 
бесперебойного электропитания КА с заданными энергетическими, массогаба-
ритными и надежностными характеристиками требует от разработчика ЭПА 
поиска компромисса при решении трех взаимосвязанных задач: 

1) обеспечение требуемого по ТЗ уровня надежности ЭПА за счет дополни-
тельного резервирования отдельных элементов и ФУ ЭПА, а также снижения 
нагрузки на них. Это приводит к увеличению КПД, однако снижает KУМ ЭПА; 

2) обеспечение максимально возможного KУМ ЭПА за счет минимизации 
числа элементов и ФУ ЭПА, а также работы в предельно допустимых режимах. 
Это позволяет использовать элементы с минимальным запасом по току/напря-
жению/мощности, повышая КПД, однако значительно снижает вероятность 
безотказной работы (ВБР) как отдельных элементов, так и ФУ ЭПА; 

3) обеспечение максимально возможного КПД ЭПА, что может требовать 
в зависимости от типа элемента как работы в облегченном режиме, так и в пре-
дельно допустимом. 

Анализ научно-технической литературы [3, 6, 7, 10] показал, что в настоя-
щий момент отсутствует формализованная методика проектирования ЭПА, поз-
воляющая провести оперативный расчет и оценку применимости схемотехниче-
ских решений, планируемых к применению в ЭПА КА. 

Цель исследования – сформировать алгоритм проектирования преобразо-
вателя энергии для КА с учетом требований по надежности, КПД и KУМ ЭПА. 

Материалы и методы. При выполнении работ применялись основные по-
ложения общей теории цепей, а также положения общей теории надежности 
технических систем. Все расчеты проводились в Mathcad 15.0. 

Результаты исследования. Предлагаемый алгоритм, приведенный на рис. 1, 
условно можно разделить на пять этапов: выбор схемы преобразователя энер-
гии, расчет электрических и массогабаритных показателей, оценка уровня 
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Выбор схемы
преобразователя энергии

Начало

Передача энергии возможна?
Нет

Финальный расчет энергетических, массогабаритных 
и надежностных характеристик преобразователя

Расчет энергетических
и массогабаритных показателей

Полученные значения
удовлетворяют требованиям?

Смена схемы 
преобразователя энергии

Нет

Да

Оценка коэффициентов нагрузки 
по току и напряжению

Полученные значения
обеспечивают безотказную работу 
в течение всего срока эксплуатации 

космического аппарата?

Да

Нет

Оценка возможности передачи энергии источника 
питания при единичном отказе произвольного 
полупроводникового элемента силовой  части

Конец

Да

 
Рис. 1. Алгоритм проектирования ЭПА КА 
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нагрузки элементов и ФУ ЭПА, расчет надежности работы преобразователя 
в условиях нормальной работы и единичного отказа произвольного полупро-
водникового элемента. Переход на следующий этап допустим лишь при вы-
полнении требований предыдущего, в противном случае необходимо измене-
ние схемотехники преобразователя и повторный расчет. 

Выбор схемы преобразователя энергии. Наибольшее распространение 
в энергопреобразующих комплексах КА акционерного общества «Информаци-
онные спутниковые системы» имени академика М.Ф. Решетнёва» получили 
стабилизаторы напряжения на основе схемотехники непосредственных преоб-
разователей (рис. 2). Принцип работы подобных преобразователей подробно 
разобран в литературе [1, 4, 5], поэтому в настоящей статье не приводится. Ис-
точник питания преобразователя энергии обозначен функциональным блоком, 
поскольку может быть как источником тока (при питании от СБ, рабочая об-
ласть – ветвь тока), так и источником напряжения (при питании от АБ; при пи-
тании от СБ, рабочая область – ветвь напряжения). 

 

 
а 
 

 
б 

Рис. 2. Схемы ЭПА: 
а – на основе понижающего преобразователя;  
б – на основе повышающего преобразователя 

 
Для дальнейшего анализа необходимо перейти к функциональным схемам 

силовой части, описывающим задействованные элементы ЭПА в основных ра-
бочих режимах (рис. 3). 

Рассматриваются два режима работы преобразователя – режим передачи 
энергии из источника питания в нагрузку и режим регулирования выходного 
напряжения. Поскольку в настоящем алгоритме рассматривается лишь ЭПА, 

VT 

Lf 

Cf 

VD 

Rload ИП

VT Lf 

Cf VD Rload ИП
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принимается допущение, что источники питания, нагрузка и системы управле-
ния идеальны – они обладают бесконечно большим KУМ, не имеют паразитных 
параметров, КПД и ВБР всегда равен 100%. Соответственно, данные блоки 
можно исключить из дальнейшего анализа. 

 
VT Lf Cf

Lf Cf

Передача энергии

РегулированиеVD
 

а 

L VD Cf

L VT

Передача энергии

Регулирование
 

б 

Рис. 3. Пути протекания энергии: 
а – для понижающего преобразователя; б – для повышающего преобразователя 

 
Расчет электрических и массогабаритных показателей. Уравнение 

КПД преобразователя энергии при условии непрерывности тока дросселя Lf 
будет иметь следующий вид: 

  
0

,

1
sw

load
T

load Lf Cf VT VD

P

P P P P P dt

 

            
 

где ΔPLf, ΔPCf, ΔPVT, ΔPVD – потери мощности на соответствующих элементах 
схемы, Вт; Pload – мощность нагрузки, Вт; Tsw – период рабочей частоты, с;  γ – 
относительная длительность импульса управления транзистором. 

KУМ можно рассчитать по формуле 

УМ
ЭПА

1
,loadP

K
M

 


 

где MЭПА – масса энергопреобразующей аппаратуры (общая), кг. 
Оценка уровня нагрузки элементов и функциональных узлов ЭПА. 

С целью обеспечения требуемой надежности ЭПА КА при выборе элементов в 
расчетах дополнительно учитывается коэффициент ослабления нагрузки (КОН) 
на элемент [3, 6, 7]. В общем виде КОН рассчитывается как соотношение 
нагрузки на элемент в облегченном режиме к номинальной нагрузке на элемент 

ОР
ОН

НР

,
X

K
X

  

где XОР – значение параметра (напряжения/тока/мощности и т.д.) элемента 
в облегченном режиме работы; XНР – значение параметра (напряжения/то-
ка/мощности и т.д.) элемента для предельно допустимого режима работа. 

Значение XОР зависит от типа элемента, технологии его изготовления, требу-
емой длительности работы элемента и иных параметров, но, как правило, заводы-
изготовители определяют его в диапазоне 0,6–0,8 от предельно допустимого 
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значения параметра. К примеру, для применения полевого транзистора в об-
легченном режиме для схемы с напряжением источника питания 100 В, высо-
кочастотными коммутационными выбросами, равными 15 В, и коэффициен-
том ослабления нагрузки 0,75 необходим транзистор с предельно допустимым 
напряжением сток-исток не менее 

100 15
153,4В.

0,75DSU


   

Анализ номенклатуры применяемых полупроводниковых элементов пока-
зал, что промышленностью массово выпускаются транзисторы с максимальным 
напряжением сток-исток 100, 150 и 200 В. Соответственно, для приведенного 
случая, допустимо применение транзисторов с напряжением сток–исток не ме-
нее 200 В. При этом снижение амплитуды выбросов напряжения до 10 В позво-
ляет использовать транзисторы с максимальным напряжением 150 В, повышая 
КПД преобразователя за счет снижения сопротивления сток–исток элемента. 

В случае, если параметры облегченного режима не заданы производите-
лем напрямую, можно воспользоваться формулами из [9]. К примеру, для 
кремниевых полевых транзисторов надежность работы в облегченном режиме 
можно рассчитать 

1 21

б
облг ф э пр р облг ф э пр

1
,

A e e

T K K K K T K K K

 
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1
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150

TN
P t t

t t t
P

 
 

       
 

 

раб пер_макс сниж
пер_макс

макс
2
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,
M

P t t
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T

 
        

 
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где Тоблг – длительность работы в облегченном режиме, ч; Kф – коэффициент, 
зависящий от функционального назначения;  Kэ – коэффициент, зависящий от 
условий жесткости эксплуатации; Kпр – коэффициент, зависящий от уровня 
приемки; Kр – коэффициент, зависящий от режима работы; A, NT, TM, Δt – по-
стоянные модели, справочные величины; t – температура корпуса, ºC; tпер_макс – 
максимально допустимая температура перегрева корпуса, ºC; tсниж – макси-
мальная температура корпуса, для которой температура перехода не превы-
шает tпер_макс (при 100% электрической нагрузке), ºC; Pраб – рабочая мощность 
рассеивания для облегченного режима работы, Вт; Pмакс – максимально допу-
стимая мощность рассеивания при температуре tсниж, Вт. 

Оценка нагрузки элементов по току и напряжению зависит от алгоритма 
функционирования схемы, однако при сравнении схем между собой можно 
утверждать следующее: 

1) для понижающего преобразователя характерна повышенная нагрузка 
транзистора и диода по прикладываемому напряжению (равная максимальному 
напряжению источника питания), что приводит к необходимости использования 
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высоковольтных элементов, имеющих большое сопротивление сток–исток 
и прямое падение напряжения. Вместе с тем нагрузка по току снижена, по-
скольку ток дросселя определяется разницей между входным и выходным 
напряжениями, что обеспечивает снижение статических потерь мощности; 

2) для повышающего преобразователя характерна сниженная нагрузка тран-
зистора и диода по прикладываемому напряжению (ограниченная максимальным 
напряжением на нагрузке), что позволяет применять полупроводники с мини-
мальным сопротивлением сток–исток и прямым падением напряжения. Однако 
повышенная нагрузка по току, определяемая максимальным током источника пи-
тания и нагрузки, приводит к увеличению потерь мощности в ПРЭ. 

Принимая во внимание то, что для полупроводниковых элементов отсут-
ствует линейная зависимость между максимальным напряжением сток–исток 
(коллектор–эмиттер) и сопротивлением сток–исток (коллектор–эмиттер) либо 
прямым падением напряжения на диоде, нельзя утверждать об однозначном 
приоритете понижающего или повышающего преобразователя с позиции ми-
нимального тепловыделения. 

Расчет надежности работы преобразователя в условиях нормальной 
работы. Уравнения, позволяющие оценить минимальную надежность преоб-
разователя, можно вывести из основных режимов работы. С учетом допуще-
ния, что рассматриваются только те элементы, через которые протекает ток, 
получим следующие формулы: 

   _ _min ; min ;buck VT on VT off VT Lf Cf VD Lf Cf          
,
 

   _ _min ; min ;boost VT on VT off Lf VT Lf VD Cf          . 

где λbuck – вероятность безотказной работы понижающего преобразователя 
в течение САС КА; λboost – вероятность безотказной работы повышающего пре-
образователя в течение САС КА; λVT_on / λVT_off – вероятность безотказной ра-
боты, когда транзистор замкнут/разомкнут; λLf, λCf, λVT, λVD – вероятность без-
отказной работы соответствующих элементах схемы. 

Расчет надежности работы преобразователя в условиях отказа произ-
вольного полупроводникового элемента. Как видно из рис. 2, единичный от-
каз произвольного полупроводникового элемента преобразователя может при-
вести к неприемлемому снижению энергетических характеристик энергопре-
образующего комплекса. Для понижающего преобразователя: 

1) отказ диода на короткое замыкание (КЗ) приводит к закорачиванию вы-
ходной шины электропитания и источника питания; 

2) отказ диода или транзистора на обрыв приводит к потере канала преоб-
разования энергии и электрогенерирующих мощностей; 

3) отказ транзистора на КЗ приводит к повышению напряжения на выход-
ной шине электропитания выше допустимого уровня – до максимального 
напряжения источника питания. 

Для повышающего преобразователя: 
1) отказ диода на КЗ приводит к прямому подключению источника пита-

ния к нагрузке, что приводит к повышению напряжения на выходной шине 
электропитания выше допустимого уровня – до максимального напряжения 
источника питания; 
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2) отказ транзистора на КЗ приводит к безвозвратному снижению энерго-
генерирующих/энергозапасающих мощностей (солнечной или аккумулятор-
ной батареи); 

3) отказ диода или транзистора на обрыв приводит к потере канала преоб-
разования энергии и электрогенерирующих мощностей. 

Соответственно, в процессе проектирования необходимо обеспечить до-
работку схемотехнического решения для возможности функционирования 
преобразователя при единичном отказе произвольного элемента силовой части 
[3, 6, 7]. При этом моточные элементы, такие как дроссели и трансформаторы, 
не резервируются ввиду сложностей их параллельного соединения, а конден-
саторы подключаются через плавкие перемычки, обеспечивающие их отклю-
чение от схемы при отказе. 

Как видно из схемы предлагаемого решения (рис. 4), простое резервиро-
вание на отказ элементов на КЗ и на обрыв приводит к избыточному росту 
числа элементов преобразования энергии и снижает KУМ. Поскольку в ЭПА 
КА применяются многоканальные схемы, подобный подход приведет к ката-
строфическому падению KУМ, так как резервирование необходимо обеспечить 
для каждого канала преобразования энергии. 
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Рис. 4. Резервированная силовая часть: 
а – для понижающего преобразователя;  
б – для повышающего преобразователя 

 
Оптимальным решением является вынос всех параллельно соединенных эле-

ментов преобразователя в отдельный, дополнительный канал преобразователя 
энергии (рис. 5), обеспечивающий работу при отказе произвольного элемента 
в любом из каналов на обрыв. Соответственно, для выполнения условий по обес-
печению необходимых характеристик электропитания при N отказах произвольных 
элементов необходимо обеспечить N последовательно включенных элементов 
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в каждом канале преобразователя и N-е количество дополнительных каналов 
преобразования энергии. 
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Рис. 5. Оптимизированная резервированная силовая часть: 
а – для понижающего преобразователя; б – для повышающего преобразователя 

 

Как видно из рис. 5, для компенсации единичного отказа полупроводни-
ковых элементов на КЗ необходимо их дублирование. При этом алгоритм ра-
боты транзисторных ключей для резервированных преобразователей энергии 
(рис. 6) должен быть видоизменен следующим образом: 

 первый транзистор (основной) переключается по основному алго-
ритму, обеспечивая стабилизацию выходного параметра; 

 второй транзистор (резервный) находится в постоянно замкнутом со-
стоянии, обеспечивая нормальную работу схемы; 

 при отказе резервного транзистора на КЗ алгоритм работы преобразо-
вателя не изменяется; 

 при отказе основного транзистора на КЗ резервный транзистор начи-
нает коммутацию по основному алгоритму работы, обеспечивая стабилизацию 
выходного параметра. 

Соответственно, после резервирования преобразователя на N-е число от-
казов необходимо провести окончательный расчет основных электрических и 
массогабаритных параметров. 

Принимая допущение, что единовременно может произойти только один 
отказ, оценить минимальную надежность канала преобразователя энергии 
можно как 

   _ _ _min ; min ;N N N N
buck rsrvd VT on VT off VT Lf Cf VD Lf Cf               , 

   _ _ _min ; min ;N N N
boost rsrvd VT on VT off Lf VT Lf VD Cf             . 

где λbuck_rsrvd – вероятность безотказной работы резервированного понижаю-
щего преобразователя в течение САС КА; λboost_rsrvd – вероятность безотказной 
работы резервированного повышающего преобразователя в течение САС КА; 
N – число последовательно включенных резервирующих элементов. 
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Рис. 6. Схема резервированной ЭПА: 
а – на основе понижающего преобразователя;  
б – на основе повышающего преобразователя 

 
Уравнение КПД резервированных преобразователей при условии непре-

рывности тока дросселя Lf будет иметь следующий вид: 
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Как видно из приведенных формул, для сохранения надежности преобра-
зователя при резервировании отдельных элементов необходимо обеспечить 
облегченный режим работы элементов, обеспечивая при этом минимальное 
падение KУМ ЭПА и сохраняя высокий КПД. Аналитический поиск оптималь-
ного соотношения между КПД, KУМ и надежностью для ЭПА КА является 
на данный момент нерешенной задачей. Таким образом, оценку энергетиче-
ских, надежностных и массогабаритных показателей ЭПА КА необходимо 
проводить постфактум (руководствуясь требованиями ТЗ по надежности). 

Применение в ЭПА преобразователей со звеном переменного тока. 
Учет вышеназванных особенностей проектирования ЭПА КА приводит к не-
возможности использования основных схем преобразователей энергии со зве-
ном переменного тока (рис. 7). Несмотря на высокие показатели КПД ориги-
нальных схем [2, 8], резервирование транзисторов внутри канала преобразова-
ния энергии на КЗ/обрыв приводит к резкому падению KУМ ЭПА. Введение 
резервирования отказа элемента на КЗ/обрыв за счет дополнительного  
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канала преобразования энергии приводит к ситуации, когда на один рабочий 
канал приходится два резервных, что снижает KУМ ЭПА втрое относительно 
номинального значения. 

Если же рассмотреть непосредственные и инверторно-трансформаторные 
преобразователи в составе многоканальной ЭПА по критерию резервирования 
транзисторов, то можно эмпирически вывести следующее соотношение: 

 транз_общ кан транз_осн транз_рез кан отк транз_кан2 ,N N N N N N N        

где Nтранз_общ – общее количество транзисторов в ЭПА, шт; Nкан – общее коли-
чество каналов преобразования энергии в ЭПА, включая резервные, шт; 
Nтранз_осн – количество основных транзисторов в одном канале преобразования 
энергии, шт; Nтранз_рез – количество резервных транзисторов в одном канале 
преобразования энергии, шт; Nотк – количество отказов, при которых должны 
обеспечиваться заданные характеристики электропитания; Nтранз_кан – общее 
количество транзисторов в одном канале преобразования энергии, шт. 

Приведенная формула демонстрирует, что при одинаковом количестве ка-
налов преобразователя количество транзисторов в инверторно-трансформа-
торных преобразователях будет в 8 раз больше. Снижение числа каналов пре-
образования энергии для повышения KУМ ЭПА приведет к резкому снижению 
надежности всего энергопреобразующего комплекса КА, поскольку отказ од-
ного преобразователя будет приводить к потере не одной, а нескольких секций 
энергогенерации. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 7. Преобразователи со звеном переменного тока: 
а – двойной активный мост; б – вольтодобавочный преобразователь 
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При этом для схемы двойного активного моста отсутствие резервирования 
элементов приводит к невозможности прямой передачи энергии от источника 
питания в нагрузку с заданным КПД, поскольку происходит замагничивание 
магнитопровода трансформатора из-за работы на одной полуволне. Возмож-
ность принудительного размагничивания за счет смены алгоритма коммута-
ции обеспечивает резкое снижение КПД из-за перехода в режим прерывистого 
тока и выход в режим повышенной нагрузки на элементы, увеличивая вероят-
ность отказа канала преобразователя энергии. 

Схема вольтодобавочного преобразователя позволяет обеспечить прямую 
передачу энергии (либо функционирование в режиме эквивалента последова-
тельного преобразователя) при единичном отказе, однако такой подход тре-
бует выбора всех транзисторов под максимальные значения токов и напряже-
ний, что нивелирует преимущество разделения потока энергии от источника 
питания. Кроме того, KУМ такого преобразователя будет как минимум вдвое 
меньше аналогичного последовательного преобразователя, что ставит вопрос 
о целесообразности применения. 

Выводы. В статье приведен алгоритм проектирования ЭПА КА с учетом 
требований по надежности, КПД и KУМ. Подробно рассмотрены основные 
этапы и особенности проектирования преобразователей энергии на основе по-
нижающего и повышающего преобразователей. 

Показано, что в применяемых многоканальных преобразователях энергии 
надежность работы обеспечивается резервированием полупроводниковых эле-
ментов путем последовательного соединения, а также увеличением количества 
каналов преобразования энергии. 

Из предложенного алгоритма следует, что оценку энергетических и мас-
согабаритных показателей ЭПА необходимо проводить после обеспечения 
требуемого уровня надежности преобразователей энергии. 
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Ivan M. ZHURAVLEV, Ilya E. LYSENKO, Mikhail E. KHLYSTUNOV,  
Denis O. DUDARKOV, Andrey G. STRUGOVETS 

COMPLEX DESIGNING ALGORITHM  
FOR SPACECRAFT ENERGY-CONVERTING EQUIPMENT 

Key words: energy-converting equipment, spacecraft, electric power converters, reliability, 
efficiency, relative power coefficient. 

Introduction. The complication of the spacecraft payload requires the use of non-standard 
circuits. The analysis of scientific and technical publications shows that there is no formal-
ized methodology for spacecraft energy-converting equipment designing. Reviewed publi-
cations consider some design algorithms taking into account one (efficiency) or two criteria 
(efficiency, weight and size characteristics). At the same time, the issues of ensuring trou-
ble-free operation of energy-converting equipment are not sufficiently considered which 
leads to rejection of most part of proposed circuitsolutions and reduces developer effi-
ciency. 
The research purpose is to form a spacecraft energy–converting equipment designing al-
gorithm, taking into account the reliability, efficiency and relative power coefficient re-
quirements. 
Materials and methods. The main provisions of the electrical circuit theory and the theory of 
technical systems reliability were used. All calculations were carried out in Mathcad 15.0. 
Research results. The article step-by-step discusses the design process using the example 
of boost and buck voltage converters. It is shown that taking into account the reliability 
requirements leads to a decrease of weight and size indicators (due to the additional mass 
of redundant elements) and efficiency (due to power losses on redundant elements). Con-
verters with an AC-current node based on a double active bridge (active front end bridge 
inverter) and add-voltage circuits are considered. It can be seen that the use of converters 
with AC-current node in spacecraft energy-converting equipment is complicated because 
of low reliability or high weight and size meters.  
Conclusions. A converter circuit must ensure operation in the event of a single failure of a 
random power element. At the same time, scheme with a minimum number of power ele-
ments have the greatest prospects for application. A converter energy characteristic must 
be evaluated after ensuring the reliability. 
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ТОКИ В ВАННЕ МНОГОЭЛЕКТРОДНОЙ УСТАНОВКИ 

Ключевые слова: рудотермическая печь, несимметричный режим, частичные про-
водимости, разностно-потенциальные коэффициенты, опыт короткого замыкания 
ванны, опыт холостого хода. 

Действующие многоэлектродные рудотермические печи в квазистационарных и пе-
реходных режимах работают в условиях несимметричности электрического кон-
тура, образованного печными трансформаторами, токоподводом и ванной, вызван-
ной действием различных факторов геометрического, электромагнитного, тепло-
вого и технологического характера. Они ухудшают энергетические, технологиче-
ские и эксплуатационные показатели работы установок. Существующие методы 
исследования электрических процессов в печном контуре не позволяют в полной мере 
выявлять, учитывать и устранять действия факторов, приводящих к явлениям, 
обусловливающим несимметричность электрического режима. Асимметрия си-
стемы токов, стекающих в ванну с электрода на электрод, минуя расплав, и асим-
метрия системы токов, стекающих с электродов непосредственно на расплав, ока-
зывают влияние на несимметричность электрического режима контура печи. 
Цель работы – формирование расчетных формул для нахождения токов «звезды» 
и «треугольника» ванны трехэлектродной печи резистивного нагрева и исследова-
ние с их помощью влияния геометрических параметров электродов и ванны на ука-
занные токи. 
Материалы и методы. Объектом исследования являются токи, протекающие 
в ванне трехфазных трехэлектродных печей резистивного нагрева. При проведении 
исследований использованы методы теоретических основ электротехники и мате-
матическое компьютерное моделирование с применением программной среды 
COMSOL Multiphysics. 
Результаты исследования. Новизна исследования заключается в развитии мето-
дики построения формул для расчета токов «звезды» и «треугольника» ванны 
трехэлектродной печи резистивного нагрева с произвольным расположением элек-
тродов и несимметричной системой токов, питающих ванну. Исследовано влияние 
диаметра, заглубления круглых электродов и диаметра их распада в ванне трехэлек-
тродной печи на токи, стекающие с поверхностей электродов на подину и с элек-
трода на электрод, минуя расплав, для случая трехфазной симметричной системы 
токов электродов и геометрической симметрии их расположения в ванне. 
Выводы. Разработана методика расчета токов «звезды» и «треугольника» ванны 
трехэлектродной печи резистивного нагрева с произвольным расположением элек-
тродов и несимметричной системой токов, питающих ванну, основанная на сов-
местном использовании частичных проводимостей и разностно-потенциальных ко-
эффициентов схем замещения. 

 

Введение. Действующие многоэлектродные рудотермические печи (РТП) 
резистивного нагрева в квазистационарных и переходных режимах работают 
в условиях несимметричности электрического контура, образованного печ-
ными трансформаторами, токоподводом и ванной, вызванной взаимосвязан-
ным действием различных факторов геометрического, электромагнитного, 
теплового и технологического характера. Несимметричность обнаруживается 
в неравенстве действующих значений токов в электродах, активных и реактивных 
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мощностей в фазах, в несимметричном распределении плотности тока и удель-
ной электрической мощности по объёму ванны. Все это приводит к наруше-
нию условий протекания электротехнологических процессов в электродах 
и ванне. Наблюдаются перекос активных и реактивных мощностей фаз, явле-
ние «дикой» («резкой») и «мертвой» фаз, ухудшаются энергетические, техно-
логические и эксплуатационные показатели работы установок [2, 7, 11]. Суще-
ствующие методы исследования электрических процессов в печном контуре 
и ванне не позволяют в полной мере выявлять, учитывать и устранять действия 
факторов, приводящих к явлениям, обусловливающим несимметричность 
электрического режима. Для улучшения показателей работы рудотермической 
печи, например увеличения коэффициента мощности и уменьшения несиммет-
ричности режима, применяют различные способы, средства компенсации ре-
активной мощности и совершенствуют алгоритмы управления установками 
[1, 2, 8, 9, 13]. РТП как несимметричный приемник электроэнергии, будучи 
подключенным к системе электроснабжения, ухудшает показатели ее работы, 
что требует применения средств симметрирования режима сети [10]. 

Асимметрия системы токов, стекающих с электрода на электрод в ванне, 
минуя расплав, и асимметрия системы токов, стекающих с электродов непо-
средственно на расплав, оказывают влияние на несимметричность электриче-
ского режима контура печи. 

Цель работы – формирование расчетных формул для нахождения токов 
«звезды» и «треугольника» ванны трехэлектродной печи резистивного нагрева 
и исследование с их помощью влияния геометрических параметров электродов 
и ванны на указанные токи. 

Материалы и методы. В работе [5] предложена методика расчета токов, 
стекающих с поверхностей электродов непосредственно на расплав и с элек-
трода на электрод для двухэлектродной установки. В данной работе указанная 
методика разработана для трехэлектродных печей. 

Реализация опытов короткого замыкания и холостого хода ванны на дей-
ствующих рудовосстановительных печах связана с трудностями их техниче-
ского осуществления и необходимостью применения дополнительных 
устройств, например источников измерительной частоты [6]. Опыты корот-
кого замыкания и холостого хода удобнее выполнять на физических и матема-
тических моделях. 

Результаты. Для ванны трехэлектродной печи резистивного нагрева ча-
стичные проводимости (рис. 1, а) могут быть определены по результатам опы-
тов короткого замыкания, например на физической модели [3]: 

( )
кз

, (3)
, , 1, 2, 3,

1

i
j

i j
U

I
g i j   

где )(1 i
U  – единичное напряжение, приложенное к участку «i-й электрод – по-

дина» в опыте короткого замыкания ванны; )(
кз
i

jI  – ток, протекающий в j-м элек-

троде в этом опыте. 
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Разностно-потенциальные коэффициенты ванны трехэлектродной печи 
(рис. 1, б) могут быть найдены из опытов холостого хода физическим [4] или 
компьютерным моделированием, например, с применением программной 
среды COMSOL Multiphysics [12]: 

(i)
хх

, ( )
, , 1, 2, 3,

1
j

i j i
I

U
R i j   

где )(1 i
I  – единичный ток i-го электрода в опыте холостого хода ванны; )(

хх
i

jU – 

напряжение на участке «j-й электрод – подина» (в этом опыте). 
 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Частичные проводимости (а)  
и разностно-потенциальные коэффициенты (б) ванны трехэлектродной печи 

 
В опытах холостого хода ванны токи электродов, стекающие с их поверх-

ностей непосредственно на расплав (подину): 
 ( ) ( ) ( ) ( )

Y хх хх , , , , ,1 1 , 1, 2, 3,i i i i
i i i i I i i i i I i i i iI U g R g Г G i     (1) 

а ток, стекающий с поверхности одного электрода непосредственно на поверх-
ность другого электрода: 

 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, хх xx xx , , , , , , ,

( ) ( ) ( )
xx , , , , ,

1 1

1 1 , , , 1, 2 ,3

i i i i i
i j i j i j I i i i j i j I i i i j i j

i i i
j j j I i j j j I i j j j

I U U g R R g Г Г G

U g R g Г G i j i j
       

    
 (2) 

где Ri,j – собственный (i = j) и взаимный (i ≠ j) разностно-потенциальные коэф-
фициенты схемы замещения ванны; Гi,j = lRi,j – разностно-потенциальный ко-
эффициент в критериальной форме; Gi,j = gi,j / l – частичная проводимость 
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в критериальной форме; γ – усредненная удельная электрическая проводи-
мость среды ванны; l – высота слабо проводящего слоя ванны. 

В соответствии с первым законом Кирхгофа в опыте холостого хода ванны 
токи ее «звезды» и «треугольника» удовлетворяют соотношениям 
 (1) (1) (1) (1)

Y1хх 1,2хх 1,3хх 1 ,II I I     (3) 

 (2) (2) (2) (2)
Y2хх 2,1хх 2,3хх 1 ,II I I     (4) 

 (3) (3) (3) (3)
Y3хх 3,1хх 3,2хх 1 .II I I     (5) 

Из (3)–(5) с учётом (1) и (2) следуют равенства 

   1,1 1,1 1,1 1,2 1,2 1,1 1,3 1,3 1Г G Г Г G Г Г G     , 

 1,1 1,1 1,2 1,3 1G Г Г Г   , 

   2,2 2,2 2,2 2,1 2,1 2,2 2,3 2,3 1Г G Г Г G Г Г G     , 

 2,2 2,1 2,2 2,3 1G Г Г Г   , 

   3,3 3,3 3,3 3,1 3,1 3,3 3,2 3,2 1Г G Г Г G Г Г G     , 

 3,3 3,1 3,2 3,3 1G Г Г Г   . 

Если в электродах трехэлектродной печи протекают синусоидальные токи 

э1I , 2эI  и 3эI то в соответствии с принципом суперпозиции токи «звезды» ванны 

  
(1) (2) (3)
Y1xx 2,1xx 3,1xx

Y1 э1 э2 э3 1,1 1,1 э1 2,1 э2 3,1 э3(1) (2) (3)
,

1 1 1I I I

I I I
I I I I G Г I Г I Г I              (6) 

  
(1) (2) (3)
1,2 xx Y2 xx 3,2 xx

Y2 э1 э2 э3 2,2 1,2 э1 2,2 э2 3,2 э3(1) (2) (3)
,

1 1 1I I I

I I I
I I I I G Г I Г I Г I               (7) 

  
(1) (2) (3)
1,3xx 2,3xx Y3xx

Y3 э1 э2 э3 3,3 1,3 э1 2,3 э2 3,3 э3(1) (2) (3)
.

1 1 1I I I

I I I
I I I I G Г I Г I Г I              (8) 

Выберем в схеме замещения ванны печи положительные направления то-
ков «треугольника» (рис. 2) и составим уравнения по законам Кирхгофа 

э2 Y2 2,3 1,2I I I I       , э3 Y3 3,1 2,3I I I I       , 1,2 2,3 3,1

1,2 2,3 3,1

0
I I I

g g g
    
  

. 

Образуя из этой совокупности уравнений системы из трех уравнений и 
решая их, найдем 

   1,2 2,3 э1 Y1 1,2 3,1 э2 Y2

1,2
1,2 3,1 1,2 2,3 3,1 2,3

G G I I G G I I
I

G G G G G G

  


 

   
 , 

   3,1 2,3 э2 Y2 1,2 2,3 э3 Y3

2,3
1,2 3,1 1,2 2,3 3,1 2,3

G G I I G G I I
I

G G G G G G

  


 

   
 , 

   1,2 3,1 э3 Y3 3,1 2,3 э1 Y1

3,1
1,2 3,1 1,2 2,3 3,1 2,3

G G I I G G I I
I

G G G G G G

  


 

   
 . 
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Рис. 2. Направления токов «треугольника» ванны 

трёхэлектродной печи 
 
С учетом (6)–(8) выражения для токов «треугольника» примут вид 

 

 

 
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1
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


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1

1
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



 (10) 

 

 
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.

1
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э1

3,21,33,22,11,32,1
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ГGGGГGGG
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
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














 (11) 

Формулы (6)–(11) позволяют определять токи «звезды» и токи «треуголь-
ника» ванны при ассиметричном расположении электродов в ванне (например, 
когда электроды расположены в линию, имеют неодинаковые заглубления,  
неодинаковые формы рабочих поверхностей) и несимметричности системы 
питающих электроды токов. 

При симметричном расположении электродов в ванне по диаметру рас-
пада, когда они находятся в вершинах равностороннего треугольника, имеют 
одинаковые заглубления, формы рабочей поверхности для параметров схем за-
мещения ванны, справедливы соотношения 
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ГГГГ  3,32,21,1 , ГГГГГГГ  3,12,31,21,33,22,1 , 

1,1 2,2 3,3G G G G   , GGGGGGG  3,12,31,21,33,22,1 . 

В этом случае формулы (6)–(11) для токов «звезды» и «треугольника» 
ванны упрощаются 

    Y1 э1 э2 э3 э31,I G ГI ГI ГI G Г Г I         (12) 

    Y2 э1 э2 э3 э32 ,I G ГI ГI ГI G Г Г I         (13) 

    Y3 э1 э2 э3 э3 ,I G ГI ГI ГI G Г Г I         (14) 

 
   э1 э2

1,2

1
,

3

G Г Г I I
I

     
 

  (15) 

 
   э3 э1

3,1

1
,

3

G Г Г I I
I

     
 

  (16) 

 
   э2 э3
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Если питание ванны печи с геометрической симметрией расположения элек-
тродов осуществляется симметричной системой токов прямой последовательно-
сти, что характерно для большинства действующих трехэлектродных печей, 

 
 

o o
э1 э э э2 э э

o
э3 э э

0 , 120 0,5 1 3 ,

120 0,5 1 3 ,

I I I I I j I

I I j I

       

    

 

  

то из (12)–(17) следует 

 Y1 эI G Г Г I  ,   о
Y2 э 120I G Г Г I   ,   о

Y3 э 120I G Г Г I   , 

     э o
1,2 э

1 3 1
30

2 3 3

G Г Г j I G Г Г
I I

              , 

     э o
2,3 э

1 1
90

2 3 3

G Г Г j I G Г Г
I I

               , 

     э o
3,1 э

1 3 1
150

2 3 3

G Г Г j I G Г Г
I I

               . 

На рис. 3 приведена векторная диаграмма токов ванны для случая симмет-
ричного расположения электродов и симметричной системы питающих токов 
в электродах. Как видим, токи «звезды» в рассматриваемом случае совпадают 
по фазе с токами электродов. 

На рис. 4 приведены результаты исследования влияния диаметра распада 
и диаметра электродов на стекающие с поверхностей электродов токи 
трехэлектродной печи при ее питании симметричной системой токов прямой 
последовательности. 
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Рис. 3. Векторная диаграмма токов ванны трёхэлектродной печи  
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Рис. 4. Зависимости относительных действующих значений тока «звезды» (а)  
и тока «электрод – электрод» (б) трехэлектродной печи от диаметра распада электродов 
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Уменьшение диаметра электродов и увеличение диаметра их распада вы-
зывает возрастание доли тока от тока электрода, стекающего непосредственно 
на расплав (подину). При этом доля тока, стекающего с электрода на электрод, 
минуя расплав, увеличивается. 

С ростом диаметра распада электродов значения токов «звезды» асимпто-
тически стремятся к значениям токов электродов, а значения токов «треуголь-
ника» – к нулю. 

Выводы. 1. Разработана методика построения формул для расчета токов 
«звезды» и «треугольника» ванны трехэлектродной установки резистивного 
нагрева с произвольным расположением электродов и несимметричной системой 
токов, питающих ванну, на основе совместного использования частичных прово-
димостей и разностно-потенциальных коэффициентов схем замещения ванны. 

2. Исследовано влияние диаметра, заглубления круглых электродов и диа-
метра их распада в ванне трехэлектродной печи на токи, стекающие с поверх-
ностей электродов на подину и с электрода на электрод, минуя расплав, для 
случая трехфазной симметричной системы токов, питающих электроды и гео-
метрической симметрии расположения электродов в ванне. 
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Anatoliy N. IL’GACHEV, Denis G. MIKHADAROV 

STUDY OF THE CURRENT IN THE MULTIELECTRODE PLANT BATH 

Key words: ore-thermal furnace, dissymmetric conditions, direct admittances, difference-
potential coefficients, bath short-circuit test, bath no-load operation test. 

Active resistance heating multi-electrode ore-thermal furnaces, being in quasi-stationary 
and transient modes, work in the conditions of electric loop dissymmetry formed by the 
furnace transformers, current supply and bath caused by the action of different factors of 
geometric, electromagnetic, thermal and technological character. They worsen the ener-
getic, technological and operational performances. The present methods of studying the 
electric processes in the furnace loop do not allow in full measure to reveal, consider and 
eliminate factor actions resulting in phenomena causing electrical duty dissymmetry. Un-
balance of the system of currents flowing from the electrode to electrode passing the melt 
and unbalance of the system of currents flowing directly onto the melt influence the dissym-
metry of the furnace loop electrical duty. 
The work objective is forming the calculated formulas for determining the resistance heating 
three-electrode furnace bath “star” and “triangle” currents and by means of them studying 
the electrode and bath geometrical parameters influence on the mentioned currents.  
Materials and methods. The study object is currents flowing in the resistance heating three-
phase, three-electrode furnace bath. When carrying out the studies, methods of electrical 
technology theory and computer mathematic simulation with COMSOL Multiphysics soft-
ware environment are used.  
Results of the study. The study novelty lies in the elaboration of procedure for constructing 
formulas for calculating the resistance heating three-electrode furnace bath “star” and 
“triangle” currents with electrode arbitrary location and dissymmetric current system 
feeding the bath. Influence of the round electrode embedding diameter and the diameter of 
their dissociation in the three-electrode furnace bath into the currents flowing from the 
electrode surfaces to the bottom and from the electrode to electrode passing the melt in 
cases of three-phase symmetric electrode current system and geometrical symmetry of elec-
trode location in the bath is studied. 
Findings. Calculation procedure of the resistance heating three-electrode furnace bath “star” 
and ‘triangle” currents with arbitrary electrode location is developed based on the joint use of 
the direct admittances and difference-potential coefficients of the equivalent circuits. 
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С.П. КУЗНЕЦОВ, В.В. МОЧАЛОВ, В.П. ЧУЕВ 

АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ ОБРАТНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ И РЕШЕНИЕ 
УРАВНЕНИЯ СИЛЬВЕСТРА В АЛГЕБРАХ КЛИФФОРДА 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 

Ключевые слова: действительная алгебра Клиффорда, сопряжения в алгебрах 
Клиффорда, делители нуля, обратный элемент, уравнение Сильвестра, робаст-
ность, пьезопривод. 

Целью исследования являются построение алгоритма нахождения обратных эле-
ментов в алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 и решение нелинейного уравнения Силь-
вестра 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶. 
Материалы и методы. С помощью основных операций сопряжения в алгебрах 
Клиффорда найти алгоритм нахождения обратных элементов. Применить данный 
алгоритм для решения уравнения Сильвестра. 
Результаты исследования. В алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎, которые имеют 
большое приложение в физике, найден метод нахождения обратных элементов, 
найдены уравнения для нахождения делителей нуля. Найденный алгоритм использу-
ется для решения уравнения Сильвестра. Для алгебр Клиффорда четной размерности 
𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑 дается алгоритм нахождения обратных элементов. Нахождение обратных 
элементов тесно связано с понятием делителей нуля в этих алгебрах. Метод нахож-
дения обратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, при этом 
используются четностное сопряжение, сопряжение реверс и сопряжение Клиффорда. 
Для нечетной алгебры Клиффорда 𝑹𝟓,𝟎 найдено сопряжение, с помощью которого 
можно применять алгоритм нахождения обратного элемента. Метод нахождения 
обратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, которое, 
в частности, используется для обеспечения робастности пьезопривода с использова-
нием метода управляемой относительной интервальности. 
Выводы. Построен алгоритм нахождения обратных элементов и решено уравнение 
Сильвестра в алгебрах Клиффорда 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎. 
 
Введение. Алгебры Клиффорда – это одно из актуальных направлений со-

временной математики. Хорошо известно их применение в математике, в фи-
зике, космической динамике, робототехнике, в частности для разработки алго-
ритмов распознавания, для обеспечения робастности пьезопривода с использо-
ванием метода управляемой относительной интервальности. Вопрос о нахожде-
нии обратных элементов и решение уравнения Сильвестра остается важней-
шей задачей. 

Целью исследования являются построение алгоритма нахождения обрат-
ных элементов в алгебрах Клиффорда 𝐑𝟒,𝟎,𝐑𝟏,𝟑,𝐑𝟓,𝟎 и решение нелинейного 
уравнения Сильвестра 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶. 

Материалы и методы. С помощью основных операций сопряжения в ал-
гебрах Клиффорда найден алгоритм нахождения обратных элементов. Этот ал-
горитм применяется для решения уравнения Сильвестра. 

Пусть 𝑅௣,௤  – действительная алгебра Клиффорда размерности m = 2n 

(n = p + q) с базисом 𝑒ఈ ൌ 𝑒௜భభ…௜ೖ1 ൑ 𝑖ଵ ൏ ⋯ ൏ 𝑖௞ ൑ 𝑛, где мультииндекс  
α ൌ 𝑖ଵ. . . 𝑖௞ пробегает все подмножества в множестве {1,…,n}, совокупность  
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которых обозначим через 𝛤௡. Пусть 𝑒଴ ൌ 1, 𝑒ଵ, . . . . 𝑒௡ – генераторы базиса,  
𝑒ଵଶ...௡ ൌ 𝑒ఛ. Произведение в 𝑅௣,௤  определяется соотношением 

𝑒௜𝑒௝ ൅ 𝑒௝𝑒௜ ൌ 2𝛿௜௝ε୧, 
где ε௜ ൌ 𝑒௜

ଶ ൌ 1, 𝑖 ൌ 1, . . . , 𝑝; ε௜ ൌ 𝑒௜
ଶ ൌ െ1, 𝑖 ൌ 𝑝 ൅ 1, . . . ,𝑝 ൅ 𝑞. 

Произвольный элемент алгебры Клиффорда 𝑅௣,௤  записывается в виде 

𝑤 ൌ ෍ 𝑥஑𝑒஑,
஑∈୻೙

 (1)

где 𝑥஑ – действительные числа. 
Выражение (1) можно записать и в другой форме 

𝑤 ൌ ෍ 𝑧஑𝑒஑,
஑∈୻೙షభ

 

где 𝑧ఈ – комплексные или двойные числа. 
Множество элементов алгебры Клиффорда, коммутирующих со всеми 

элементами базиса, называется центром. Известно, что для нечетной алгебры 
Клиффорда центр имеет вид 𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥த𝑒த, где 𝑒ఛ ൌ 𝑒ଵ𝑒ଶ. . . 𝑒௡, для четной алгебры 
Клиффорда центр имеет вид 𝑥଴𝑒଴ [4, 8]. 

В алгебрах Клиффорда исследования по решению уравнения Сильвестра 
проводились в работах [6, 9, 10]. В работе [9] дан метод решения уравнения 
Сильвестра в алгебрах Клиффорда малых размерностей 𝑛 ൌ 𝑝 ൅ 𝑞 ൑ 3. В ра-
боте [10] дается метод построения частного решения уравнения Сильвестра 
в алгебрах Клиффорда размерности 𝑛 ൌ 𝑝 ൅ 𝑞 ൒ 4. При этом используется ме-
тод нахождения обратных элементов [8] и вычислительная программа. В ра-
боте [2] для действительных алгебр Клиффорда изучены вопросы существова-
ния обратных элементов и найдены формулы для их вычисления по аналогии 
с методом блочных матриц. 

Алгебра Клиффорда 𝑹𝟏,𝟑 (алгебра пространства-времени) используется 
в физике [3, 5]. Алгебра Клиффорда 𝑹𝟒,𝟏 широко используется в геометрии, 
робототехнике и компьютерном моделировании [7, 1]. 

1. Действительная алгебра Клиффорда. Пусть 𝑅௣,௤ – действительная 
алгебра Клиффорда. Произвольный элемент алгебры 𝑅௣,௤ представим в виде 
(1). Рангом базисного элемента 𝑒஑ назовем длину мультииндекса α. Элемент 
𝑤 ∈ 𝑅௣,௤ запишем в виде суммы элементов рангов от 0 до n: 

𝑤 ൌ෍𝑤௞

௡

௞ୀ଴

. 

В монографии [4. С. 81–83] введены три операции сопряжения: реверс, 
четностное сопряжение, клиффордово сопряжение. Операция сопряжения ре-
верс 𝑤 → 𝑤෥  такова, что она обращает порядок следования множителей в про-
изведении генераторов: 

ሺ𝑒పభ𝑒పమ . . . 𝑒పೖሻ෫ ൌ 𝑒௜ೖ . . . 𝑒௜మ𝑒௜భ . 
Для элемента 𝑤 ∈ 𝑅௣,௤ имеем 

𝑤෥ ൌ ෍ሺെ1ሻ
ೖሺೖషభሻ

మ 𝑤௞

௡

௞ୀ଴

. 
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Операция четностного сопряжения 𝑤 → 𝑤∧ такова, что нечетные эле-
менты умножаются на –1, а четные элементы не меняются: 

𝑤∧ ൌ ෍ሺെ1ሻ௞𝑤௞

௡

௞ୀ଴

. 

Клиффордово сопряжение – это суперпозиция четностного сопряжения 
и реверса: 𝑤 → 𝑤 ൌ 𝑤෥∧. Для элемента 𝑤 ∈ 𝑅௣,௤ имеем 

𝑤 ൌ෍ሺെ1ሻ
ೖሺೖశభሻ

మ 𝑤௞

௡

௞ୀ଴

. 

Эти операции обладают свойствами [4. С. 81–83; 2]: 
𝑤෥෩ ൌ 𝑤; ሺ𝑢𝑣ሻ෫ ൌ 𝑣෤ ⋅ 𝑢෤ ; ሺ𝑢 ൅ 𝑣ሻ෫ ൌ 𝑢෤ ൅ 𝑣෤; 
𝑤∧∧ ൌ 𝑤; ሺ𝑢𝑣ሻ∧ ൌ 𝑢∧𝑣∧;  ሺ𝑢 ൅ 𝑣ሻ∧ ൌ 𝑢∧ ൅ 𝑣∧; 
𝑤 ൌ 𝑤; ሺ𝑢𝑣ሻ ൌ 𝑣 ⋅ 𝑢; ሺ𝑢 ൅ 𝑣ሻ ൌ 𝑢 ൅ 𝑣. 

Введем другую операцию сопряжения, которая понадобится нам в даль-
нейшем. Обозначим 𝑤∗ ൌ ε௡𝑒௡𝑤𝑒௡, где ε௡ ൌ 𝑒௡ଶ. Введенная операция сопряже-
ния обладает следующими свойствами: 

𝑤∗∗ ൌ 𝑤;  ሺ𝑢 ൅ 𝑣ሻ∗ ൌ 𝑢∗ ൅ 𝑣∗;  ሺ𝑢𝑣ሻ∗ ൌ 𝑢∗𝑣∗;  𝑤∗ ൌ ሺ𝑤ሻ∗. 
В работе [11] введена еще одна операция сопряжения: 

𝑤௱ ൌ ෍ሺെ1ሻ
ೖሺೖషభሻሺೖషమሻሺೖషయሻ

మ 𝑤௞

௡

௞ୀ଴

. 

2. Уравнение Сильвестра в матричной форме. В работе [9] в алгебрах 
Клиффорда размерности 2 найдено частное решение уравнения Сильвестра. 
Основной метод решения заключался в следующем: для произвольного эле-
мента алгебры 𝑤 ൌ 𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥ଵ𝑒ଵ ൅ 𝑥ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑥ଵଶ𝑒ଵଶ  находился сопряженный эле-
мент 𝑤 такой, что 𝑤 ൅𝑤 и 𝑤 ⋅ 𝑤 действительные числа. Используя эту идею, 
найдем решение уравнения Сильвестра для матриц второго порядка. 

Рассмотрим уравнение Сильвестра вида 
𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶, (2)

где 𝐴 ൌ ቀ
𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ
𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ

ቁ, 𝐵 ൌ ൬
𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ
𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ

൰ ,𝐶 ൌ ቀ
𝑐ଵଵ 𝑐ଵଶ
𝑐ଶଵ 𝑐ଶଶ

ቁ, 𝑋 ൌ ቀ
𝑥ଵଵ 𝑥ଵଶ
𝑥ଶଵ 𝑥ଶଶ

ቁ
 

– мат-

рицы с действительными коэффициентами.

   Обозначим через 𝐵ത  матрицу вида 𝐵ത ൌ ൬
𝑏ଶଶ െ𝑏ଵଶ
െ𝑏ଶଵ 𝑏ଵଵ

൰. Тогда 

𝐵 ൅ 𝐵ത ൌ ൬
𝑏ଵଵ ൅ 𝑏ଶଶ 0

0 𝑏ଵଵ ൅ 𝑏ଶଶ
൰ , 

𝐵𝐵ത ൌ ൬
𝑏ଵଵ𝑏ଶଶ െ 𝑏ଵଶ𝑏ଶଵ 0

0 𝑏ଵଵ𝑏ଶଶ െ 𝑏ଵଶ𝑏ଶଵ
൰. 

Уравнение (2) умножим слева на 𝐴, затем уравнение (2) умножим справа 
на 𝐵ത  и сложим оба равенства. В результате получим 

𝐴ଶ ൅ 𝐴𝑋ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝑋𝐵𝐵 ൌ 𝐴𝐶 ൅ 𝐶𝐵. 
Уравнение Сильвестра (2) сводится к уравнению вида 

 ሺ𝐴ଶ ൅ 𝐴ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝐵𝐵ሻ𝑋 ൌ 𝐴𝐶 ൅ 𝐶𝐵. (3) 
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Если 
detሺ 𝐴ଶ ൅ 𝐴ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝐵𝐵ሻ ് 0, 

то решение уравнения (2) запишется в виде 
𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶ ൅ 𝐴ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝐵𝐵ሻିଵሺ𝐴𝐶 ൅ 𝐶𝐵ሻ. 

Покажем, что решение уравнения (3) является решением уравнения (2). 
Пусть 𝑋ଵ – решение уравнения (3), т.е. 

𝐴ଶ𝑋ଵ ൅ 𝐴𝑋ଵሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝑋ଵ𝐵𝐵 െ 𝐴𝐶 െ 𝐶𝐵 ൌ 0. 
Преобразуем его к следующему виду: 

𝐴ሺ𝐴𝑋ଵ ൅ 𝑋ଵ𝐵 െ 𝐶ሻ ൅ ሺ𝐴𝑋ଵ ൅ 𝑋ଵ𝐵 െ 𝐶ሻ𝐵 ൌ 0. 
Предположим, что 𝑋ଵ не является решением (2), т.е. 𝐴𝑋ଵ ൅ 𝑋ଵ𝐵 െ 𝐶 ൌ 𝐶ଵ ് 0. 

Тогда получим равенство 
 𝐴𝐶ଵ ൅ 𝐶ଵ𝐵 ൌ 0.  (4) 

Умножим равенство (4) слева на 𝐴, затем уравнение (4) умножим справа 
на 𝐵 и сложим оба равенства. В результате получим ሺ𝐴ଶ ൅ 𝐴ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝐵𝐵ሻ𝐶ଵ ൌ 0. 
Так как detሺ 𝐴ଶ ൅ 𝐴ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻ ൅ 𝐵𝐵ሻ ് 0, то 𝐶ଵ ൌ 0 и 𝑋ଵ является решением (2). 

Аналогично решается уравнение Сильвестра для матриц второго порядка 
с комплексными коэффициентами. 

3. Алгебра 𝑹𝟒,𝟎. Базис алгебры 𝑅ସ,଴ образуют элементы 
ሼ𝑒஑ሽ஑∈୻ర ൌ ሼ𝑒଴, 𝑒ଵ, 𝑒ଶ, 𝑒ଵଶ, 𝑒ଷ, 𝑒ଵଷ, 𝑒ଶଷ, 𝑒ଵଶଷ, 𝑒ସ, 𝑒ଵସ, 𝑒ଶସ, 𝑒ଵଶସ, 𝑒ଷସ, 𝑒ଵଷସ, 𝑒ଶଷସ, 𝑒ଵଶଷସሽ, 

где 
𝑒ଵ
ଶ ൌ 𝑒ଶ

ଶ ൌ 𝑒ଷ
ଶ ൌ 𝑒ସ

ଶ ൌ 𝑒଴; 
𝑒ଵଶ
ଶ ൌ 𝑒ଵଷ

ଶ ൌ 𝑒ଶଷ
ଶ ൌ 𝑒ଵସ

ଶ ൌ 𝑒ଶସ
ଶ ൌ 𝑒ଷସ

ଶ ൌ 𝑒ଵଶଷ
ଶ ൌ 𝑒ଵଶସ

ଶ ൌ  𝑒ଵଷସ
ଶ ൌ 𝑒ଶଷସ

ଶ ൌ െ𝑒଴; 
𝑒ఛଶ ൌ 𝑒ଵଶଷସ

ଶ ൌ 𝑒଴. 
Центр алгебры образуют элементы вида 𝑥଴𝑒଴. Произвольный элемент ал-

гебры можно представить в действительной и комплексной форме 

𝑤 ൌ ෍ 𝑥஑𝑒஑ ൌ ෍ 𝑧஑𝑒஑
஑∈୻ర

య

,
஑∈୻ర

 (5)

где Γସ
ଷ – обозначает совокупность подмножеств в множестве {1, 2, 4}; 
𝑧଴ ൌ 𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵ ൌ 𝑥ଵ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଶ ൌ 𝑥ଶ𝑒଴ െ 𝑥ଵଷ𝑒ଵଶଷ;  
𝑧ଵଶ ൌ 𝑥ଵଶ𝑒଴ െ 𝑥ଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ସ ൌ 𝑥ସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵସ ൌ 𝑥ଵସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶଷସ𝑒ଵଶଷ;  
𝑧ଶସ ൌ 𝑥ଶସ𝑒଴ െ 𝑥ଵଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵଶସ ൌ 𝑥ଵଶସ𝑒଴ െ 𝑥ଷସ𝑒ଵଶଷ, 

где 𝑧௞ – комплексные числа, так как 𝑒ଵଶଷ
ଶ ൌ െ𝑒଴. 

Запишем равенство (5) в виде 
 𝑤 ൌ 𝑤଴𝑒଴ ൅ 𝑤ଵ𝑒ସ,  (6) 
где 

𝑤଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑧ଵ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ; 
𝑤ଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ ൅ 𝑧ଵସ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶସ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ. 

Операции четностного сопряжения, реверс, операцию сопряжения Клиф-
форда также можно записать в виде (6) 

𝑤ෝ ൌ 𝑤ෝ଴𝑒଴ െ 𝑤ෝଵ𝑒ସ; 𝑤෥ ൌ 𝑤෥଴𝑒଴ ൅ 𝑤෥ଵ𝑒ସ; 𝑤 ൌ 𝑤଴𝑒଴ െ 𝑤ଵ𝑒ସ; 
𝑤ෝ଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵ𝑒ଵ െ 𝑧ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ;  𝑤ෝଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ െ 𝑧ଵସ𝑒ଵ െ 𝑧ଶସ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ; 
𝑤෥଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑧ଵ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ;  𝑤෥ଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ ൅ 𝑧ଵସ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶସ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ; 
𝑤଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵ𝑒ଵ െ 𝑧ଶ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ;  𝑤ଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ െ 𝑧ଵସ𝑒ଵ െ 𝑧ଶସ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ. 
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Обозначим 𝑤∗ ൌ 𝜀ସ𝑒ସ𝑤𝑒ସ. Из предыдущих равенств следует, что 
𝑤∗ ൌ 𝑤଴

∗𝑒଴ ൅ 𝑤ଵ
∗𝑒ସ, 

где 
𝑤଴
∗ ൌ 𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵ𝑒ଵ െ 𝑧ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ; 

𝑤ଵ
∗ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ െ 𝑧ଵସ𝑒ଵ െ 𝑧ଶସ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ. 

Заметим, что 
𝑤 ൅ 𝑤 ൌ ሺ𝑤଴ ൅ 𝑤଴ሻ𝑒଴ ൅ ൫𝑤ଵ െ 𝑤ଵ

∗൯𝑒ସ ൌ 
 ൌ 2𝑧଴ ൅ 2ሺ𝑥ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑥ଶଷସ𝑒ଶଷ ൅ 𝑥ଵଷସ𝑒ଵଷ ൅ 𝑥ଵଶସ𝑒ଵଶሻ𝑒ସ; 
𝑤ෝ ൅ 𝑤෥ ൌ ሺ𝑤ෝ଴ ൅ 𝑤෥଴ሻ𝑒଴ െ ሺ𝑤ෝଵ െ 𝑤෥ଵ

∗ሻ𝑒ସ ൌ 
 ൌ 2𝑧଴ െ 2ሺെ𝑥ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑥ଶଷସ𝑒ଶଷ ൅ 𝑥ଵଷସ𝑒ଵଷ ൅ 𝑥ଵଶସ𝑒ଵଶሻ𝑒ସ; 
ሺ𝑤 ൅ 𝑤෥ሻ୼ ൌ 2𝑧଴ െ 2ሺ𝑥ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑥ଶଷସ𝑒ଶଷ ൅ 𝑥ଵଷସ𝑒ଵଷ ൅ 𝑥ଵଶସ𝑒ଵଶሻ𝑒ସ 

(при применении операции сопряжения Δ перед элементом 𝑒ଵଶଷସ ставится проти-
воположный знак). Поэтому 𝑤 ൅ 𝑤 ൅ ሺ𝑤ෝ ൅ 𝑤෥ሻ୼ ൌ 4𝑥଴. Найдем произведение 𝑤𝑤: 
𝑤𝑤 ൌ ሺ𝑤଴𝑒଴ ൅ 𝑤ଵ𝑒ସሻሺ𝑤଴ െ 𝑒ସ𝑤ଵሻ ൌ ሺ𝑤଴𝑤଴ െ 𝑤ଵ𝑤ଵሻ𝑒଴ ൅ ൫𝑤ଵ𝑤଴

∗ െ 𝑤଴𝑤ଵ
∗൯𝑒ସ ൌ 

ൌ ሺ𝑤଴𝑤଴ െ 𝑤ଵ𝑤ଵሻ𝑒଴ ൅ ሺ𝑤ଵ𝑤଴
∗ െ ሺ𝑤ଵ𝑤଴

∗ሻ∗ሻ𝑒ସ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁𝑒ସ, 
где 𝑀 ൌ ሺ𝑧଴

ଶ െ 𝑧ଵ
ଶ െ 𝑧ଶ

ଶ ൅ 𝑧ଵଶ
ଶ െ 𝑧ସ

ଶ ൅ 𝑧ଵସ
ଶ ൅ 𝑧ଶସ

ଶ െ 𝑧ଵଶସ
ଶ ሻ – комплексное число; 

𝑁 ൌ  2𝑦଴𝑒ଵଶଷ ൅ 2𝑦ଵ𝑒ଵଶ ൅ 2𝑦ଶ𝑒ଵଷ ൅ 2𝑦ଷ𝑒ଶଷ; 
𝑦଴ ൌ 𝐼𝑚ሺ 𝑧଴𝑧ସ ൅ 𝑧ଵ𝑧ଵସ ൅ 𝑧ଶ𝑧ଶସ ൅ 𝑧ଵଶ𝑧ଵଶସሻ; 
𝑦ଵ ൌ 𝑅𝑒ሺ 𝑧଴𝑧ଵଶସ െ 𝑧ଵ𝑧ଶସ ൅ 𝑧ଶ𝑧ଵସ െ 𝑧ଵଶ𝑧ସሻ; 
𝑦ଶ ൌ 𝐼𝑚ሺ െ 𝑧଴𝑧ଶସ ൅ 𝑧ଵ𝑧ଵଶସ െ 𝑧ଶ𝑧ସ ൅ 𝑧ଵଶ𝑧ଵସሻ. 

Отсюда следует, что 
𝑤ෝ ⋅ 𝑤෥ ൌ ሺ𝑤 ⋅ 𝑤ሻ෫ ൌ 𝑀෩ ൅ 𝑒ସ𝑁෩ ൌ 𝑀∗ െ 𝑒ସ𝑁, ሺ𝑤ෝ ⋅ 𝑤෥ሻ୼ ൌ 

ൌ 𝑀∗ ൅ 𝑁𝑒ସ,𝑀∗ ൌ 𝜀ସ𝑒ସ𝑀𝑒ସ. 
Тогда имеем 
𝑤𝑤 ൅ ሺ𝑤ෝ𝑤෥ሻ୼ ൌ 𝑀 ൅𝑁𝑒ସ ൅ 𝑀∗ െ 𝑁𝑒ସ ൌ 𝑀 ൅𝑀∗ െ действительное число; 
ሺ𝑤𝑤ሻ ⋅ ሺ𝑤ෝ𝑤෥ሻ୼ ൌ ሺ𝑀 ൅ 𝑁𝑒ସሻሺ𝑀∗ െ 𝑁𝑒ସሻ ൌ ሺ𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ሻ െ действительное 

число, так как 
𝑁∗ ൌ 𝜀ସ𝑒ସ𝑁𝑒ସ ൌ െ2𝑦଴𝑒ଵଶଷ ൅ 2𝑦ଵ𝑒ଵଶ ൅ 2𝑦ଶ𝑒ଵଷ ൅ 2𝑦ଷ𝑒ଶଷ, 

𝑁 ⋅ 𝑁∗ ൌ 4ሺ𝑦଴
ଶ െ 𝑦ଵ

ଶ െ 𝑦ଶ
ଶ െ 𝑦ଷ

ଶሻ. 
Делители нуля в 𝑅ସ,଴ определяются равенством 

𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ ൌ 
ሺ𝑧଴

ଶ െ 𝑧ଵ
ଶ െ 𝑧ଶ

ଶ ൅ 𝑧ଵଶ
ଶ െ 𝑧ସ

ଶ ൅ 𝑧ଵସ
ଶ ൅ 𝑧ଶସ

ଶ െ 𝑧ଵଶସ
ଶ ሻሺ𝑧଴

ଶ െ 𝑧ଵ
ଶ െ 𝑧ଶ

ଶ ൅ 𝑧ଵଶ
ଶ െ 

െ𝑧ସ
ଶ ൅ 𝑧ଵସ

ଶ ൅ 𝑧ଶସ
ଶ െ 𝑧ଵଶସ

ଶ ሻ െ 4ሺ𝑦଴
ଶ െ 𝑦ଵ

ଶ െ 𝑦ଶ
ଶ െ 𝑦ଷ

ଶሻ ൌ 0. 
Если ሺ𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ሻ ് 0, то обратный элемент существует и находится 

по формуле 

𝑤ିଵ ൌ
𝑤ሺ𝑤𝑤ሻ෫ ௱

𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ ,  ሺ𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ሻ ് 0. 

Рассмотрим функциональное уравнение 
 𝐴𝑋 ൌ 𝐵,  (7) 
где 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅ସ,଴,𝑋 ∈ 𝑅ସ,଴ െ неизвестный элемент. 

Если элемент 𝐴 имеет обратный 

𝐴ିଵ ൌ
𝐴ሺ𝐴𝐴ሻ෫௱

𝑀ଵ𝑀ଵ
∗ െ 𝑁ଵ𝑁ଵ

∗, 

где ሺ𝐴𝐴ሻሺ𝐴𝐴ሻ෫୼ ൌ ሺ𝑀ଵ𝑀ଵ
∗ െ 𝑁ଵ𝑁ଵ

∗ሻ ് 0, то уравнение (7) имеет решение 
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𝑋 ൌ 𝐴ିଵ𝐵 ൌ
𝐴ሺ𝐴𝐴ሻ෫୼𝐵

𝑀ଵ𝑀ଵ
∗ െ 𝑁ଵ𝑁ଵ

∗. 

Рассмотрим теперь уравнение Сильвестра 
 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶, (8) 
где 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝑅ସ,଴ – известные элементы алгебры 𝑅ସ,଴; 𝑋 ∈ 𝑅ସ,଴ – неизвестный 
элемент. 

Приведем уравнение (8) к виду (7). Сначала умножим равенство (8) слева 
на 𝐴ଷ, затем умножим равенство (8) слева на 𝐴ଶ, а справа на 𝑝ଵ, далее умножим 
(8) слева на 𝐴, а справа на 𝑝ଶ, далее умножим (8) справа на 𝑝ଷ и все равенства 
сложим. В результате имеем 

𝐴ସ𝑋 ൅ 𝐴ଷ𝑋𝐵 ൌ 𝐴ଷ𝐶, 𝐴ଷ𝑋𝑝ଵ ൅ 𝐴ଶ𝑋𝐵𝑝ଵ ൌ 𝐴ଶ𝐶𝑝ଵ, 
𝐴ଶ𝑋𝑝ଶ ൅ 𝐴𝑋𝐵𝑝ଶ ൌ 𝐴𝐶𝑝ଶ,𝐴𝑋𝑝ଷ ൅ 𝑋𝐵𝑝ଷ ൌ 𝐶𝑝ଷ,   
𝐴ସ𝑋 ൅ 𝐴ଷ𝑋ሺ𝐵 ൅ 𝑝ଵሻ ൅ 𝐴ଶ𝑋ሺ𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶሻ ൅ 𝐴𝑋ሺ𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷሻ ൅ 𝑋𝐵𝑝ଷ ൌ 
ൌ 𝐴ଷ𝐶 ൅ 𝐴ଶ𝐶𝑝ଵ ൅ 𝐴𝐶𝑝ଶ ൅ 𝐶𝑝ଷ. 

(9)

Уравнение (8) приводится к виду (7) относительно неизвестного 𝑋 ∈ 𝑅ସ,଴, 
если выражения 𝐵 ൅ 𝑝ଵ,𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ,𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ,𝐵𝑝ଷ – действительные числа.  

Если 𝑝ଷ ൌ 𝐵ሺ𝐵𝐵ሻ෫௱, то 𝐵𝑝ଷ ൌ ሺ𝐵𝐵ሻሺ𝐵𝐵ሻ෫୼ – действительное число. Выражение  
𝐵 ൅ 𝑝ଵ – действительное число, если 𝑝ଵ ൌ 𝐵 ൅ 𝐵෠୼ ൅ 𝐵෨୼. Далее положим  

𝑝ଶ ൌ ሺ𝐵𝐵ሻ෫௱ ൅ 𝐵𝐵෠௱ ൅ 𝐵𝐵෨௱. Имеем 

𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ ൌ 𝐵𝐵 ൅ ሺ𝐵𝐵ሻ෫௱ ൅ ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻሺ𝐵෠ ൅ 𝐵෨ሻ௱ ൌ

ൌ 𝐵𝐵 ൅ ሺ𝐵𝐵ሻ෫௱ ൅ 4ሺ𝑏଴
ଶ ൅ 𝑏ଵଶଷ

ଶ ሻ𝑒଴ െ 4ሺ𝑏ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑏ଵଶସ𝑒ଵଶସ
൅ 𝑏ଵଷସ𝑒ଵଷସ ൅ 𝑏ଶଷସ𝑒ଶଷସ ൅ 𝑏ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷସሻଶ. 

Это действительное число. Покажем, что 𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ – действительное число. 
В самом деле 

𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ ൌ 𝐵൫𝐵𝐵൯෫୼
൅ 𝐵𝐵ሺ𝐵෠୼ ൅ 𝐵෨୼ሻ ൅ 𝐵ሺ𝐵෠𝐵෨ሻ୼ ൌ 

ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻሺ𝐵෠𝐵෨ሻ୼ ൅ 𝐵𝐵ሺ𝐵෠୼ ൅ 𝐵෨୼ሻ. 
𝐵 ൅ 𝐵 ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ ൅ ሺ𝑏ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑏ଶଷସ𝑒ଶଷ ൅ 𝑏ଵଷସ𝑒ଵଷ ൅ 𝑏ଵଶସ𝑒ଵଶሻ𝑒ସሻ ൌ 
ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑁ଵ𝑒ସሻ; 
ሺ𝐵෠ ൅ 𝐵෨ሻ௱ ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ െ ሺ𝑏ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑏ଶଷସ𝑒ଶଷ ൅ 𝑏ଵଷସ𝑒ଵଷ ൅ 𝑏ଵଶସ𝑒ଵଶሻ𝑒ସሻ ൌ 
ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ െ 𝑁ଵ𝑒ସሻ; 
ሺ𝐵෠𝐵෨ሻ୼ ൌ ሺ𝑀∗𝑒଴ െ 𝑁𝑒ସሻ; 𝐵𝐵 ൌ ሺ𝑀𝑒଴ ൅ 𝑁𝑒ସሻ. 

Поэтому 
ሺ𝐵 ൅ 𝐵ሻሺ𝐵෠𝐵෨ሻ௱ ൅ ൫𝐵𝐵൯൫𝐵෠௱ ൅ 𝐵෨௱൯ ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑁ଵ𝑒ସሻሺ𝑀∗ െ 𝑁𝑒ସሻ ൅ 
൅2ሺ𝑀 ൅ 𝑁𝑒ସሻሺ𝑧଴𝑒଴ െ 𝑁ଵ𝑒ସሻ ൌ 2𝑧଴𝑀∗ ൅ 2𝑀𝑧଴ െ 2ሺ𝑁ଵ𝑁∗ ൅ 𝑁𝑁ଵ

∗ሻ 
является действительным числом. 

Уравнение Сильвестра (8) приводится к виду 
 𝐴ଵ𝑋 ൌ 𝐵ଵ,  (10) 
где 

𝐴ଵ ൌ 𝐴ସ ൅ 𝐴ଷሺ𝐵 ൅ 𝑝ଵሻ ൅ 𝐴ଶሺ𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶሻ ൅ 𝐴ሺ𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷሻ ൅ 𝐵𝑝ଷ, 
𝐵ଵ ൌ 𝐴ଷ𝐶 ൅ 𝐴ଶ𝐶𝑝ଵ ൅ 𝐴𝐶𝑝ଶ ൅ 𝐶𝑝ଷ. 
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Если элемент 𝐴ଵ имеет обратный, то 

𝑋 ൌ 𝐴ଵ
ିଵ𝐵ଵ ൌ

𝐴ଵሺ𝐴ଵ𝐴ଵሻ
෫ ௱𝐵ଵ

𝑀ଶ𝑀ଶ
∗ െ 𝑁ଶ𝑁ଶ

∗, (11)

где ሺ𝐴ଵ𝐴ଵሻሺ𝐴ଵ𝐴ଵሻ
෫ ୼ ൌ 𝑀ଶ𝑀ଶ

∗ െ 𝑁ଶ𝑁ଶ
∗ ് 0. 

4. Алгебра 𝑹𝟏,𝟑. Рассмотрим теперь алгебру Дирака 𝑅ଵ,ଷ. Базис алгебры 
образуют элементы 
ሼ𝑒஑ሽ஑∈୻ర ൌ ሼ𝑒଴, 𝑒ଵ, 𝑒ଶ, 𝑒ଵଶ, 𝑒ଷ, 𝑒ଵଷ, 𝑒ଶଷ, 𝑒ଵଶଷ, 𝑒ସ, 𝑒ଵସ, 𝑒ଶସ, 𝑒ଵଶସ, 𝑒ଷସ, 𝑒ଵଷସ, 𝑒ଶଷସ, 𝑒ଵଶଷସሽ, 

где 
𝑒ଵ
ଶ ൌ 𝑒ଵଶ

ଶ ൌ 𝑒ଵଷ
ଶ ൌ 𝑒ଵସ

ଶ ൌ 𝑒଴; 
𝑒ଶ
ଶ ൌ 𝑒ଷ

ଶ ൌ 𝑒ସ
ଶ ൌ 𝑒ଶଷ

ଶ ൌ 𝑒ଶସ
ଶ ൌ 𝑒ଷସ

ଶ ൌ െ𝑒଴; 
𝑒ଵଶଷ
ଶ ൌ 𝑒ଵଶସ

ଶ ൌ 𝑒ଵଷସ
ଶ ൌ 𝑒ଵଶଷସ

ଶ ൌ െ𝑒଴; 
𝑒ଶଷସ
ଶ ൌ 𝑒଴. 

Центр алгебры образует элемент 𝑒଴. Произвольный элемент представим в 
виде  

𝑤 ൌ ෍ 𝑥஑𝑒஑ ൌ ෍ 𝑧஑𝑒஑
஑∈୻ర

య

,
஑∈୻ర

 (12)

где комплексными числами являются 
𝑧଴ ൌ 𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵ ൌ 𝑥ଵ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶଷ𝑒ଵଶଷ; 
𝑧ଶ ൌ 𝑥ଶ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵଶ ൌ 𝑥ଵଶ𝑒଴ ൅ 𝑥ଷ𝑒ଵଶଷ; 
𝑧ସ ൌ 𝑥଴𝑒ସ ൅ 𝑥ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵସ ൌ 𝑥ଵସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶଷସ𝑒ଵଶଷ; 
𝑧ଶସ ൌ 𝑥ଶସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑧ଵଶସ ൌ 𝑥ଵଶସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଷସ𝑒ଵଶଷ. 

Запишем равенства (12) в виде 
𝑤 ൌ 𝑤଴𝑒଴ ൅ 𝑤ଵ𝑒ସ, 

где 
𝑤଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑧ଵ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ;  𝑤ଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ ൅ 𝑧ଵସ𝑒ଵ ൅ 𝑧ଶସ𝑒ଶ ൅ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ. 
Отсюда получим 
𝑤଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵ𝑒ଵ െ 𝑧ଶ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶ𝑒ଵଶ; 𝑤ଵ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ െ 𝑧ଵସ𝑒ଵ െ 𝑧ଶସ𝑒ଶ െ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶ. 
Найдем произведение 𝑤 ⋅ 𝑤: 

𝑤 ⋅ 𝑤 ൌ 𝑀 ൅𝑁𝑒ସ, 
где 

𝑀 ൌ  ሺ𝑧଴
ଶ െ 𝑧ଵ

ଶ ൅ 𝑧ଶ
ଶ െ 𝑧ଵଶ

ଶ ൅ 𝑧ସ
ଶ െ 𝑧ଵସ

ଶ ൅ 𝑧ଶସ
ଶ െ 𝑧ଵଶସ

ଶ ሻ – комплексное число; 
𝑁 ൌ 2𝑦଴𝑒ଵଶଷ ൅ 2𝑦ଵ𝑒ଵଶ ൅ 2𝑦ଶ𝑒ଵଷ ൅ 2𝑦ଷ𝑒ଶଷ; 

𝑦଴ ൌ Imሺ 𝑧଴𝑧ସ ൅ 𝑧ଵ𝑧ଵସ െ 𝑧ଶ𝑧ଶସ െ 𝑧ଵଶ𝑧ଵଶସሻ; 
𝑦ଵ ൌ Reሺ 𝑧଴𝑧ଵଶସ െ 𝑧ଵ𝑧ଶସ ൅ 𝑧ଶ𝑧ଵସ െ 𝑧ଵଶ𝑧ସሻ; 
𝑦ଶ ൌ Imሺ െ 𝑧଴𝑧ଶସ ൅ 𝑧ଵ𝑧ଵଶସ െ 𝑧ଶ𝑧ସ ൅ 𝑧ଵଶ𝑧ଵସሻ; 
𝑦ଷ ൌ Imሺ 𝑧଴𝑧ଵସ ൅ 𝑧ଵ𝑧ସ െ 𝑧ଶ𝑧ଵଶସ െ 𝑧ଵଶ𝑧ଶସ, 
Отсюда следует, что 

ሺ𝑤𝑤ሻ෫ ୼ ൌ 𝑀∗ െ 𝑁𝑒ସ. 
Произведение ሺ𝑤𝑤ሻሺ𝑤𝑤ሻ෫ ୼ ൌ 𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ – действительное число. Обрат-

ный элемент находится по формуле 

𝑤ିଵ ൌ
𝑤ሺ𝑤𝑤ሻ෫ ௱

𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ , ሺ𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ሻ ് 0. 

Проводя вычисления, аналогичные вычислениям пункта 2, получаем, что 
решение уравнения Сильвестра (8) находится по формуле (11). 



116  Вестник Чувашского университета. 2023. № 4 
 

. 

5. Алгебра 𝑹𝟓,𝟎. Базис алгебры образуют элементы ሼ𝑒ఈሽఈ∈௰ఱ, центр эле-
менты 𝑒଴ и 𝑒ఛ ൌ 𝑒ଵଶଷସହ. Произвольный элемент алгебры представим в виде 

𝑤 ൌ ෍ 𝑥஑𝑒஑ ൌ ෍ 𝑧஑𝑒஑
஑∈୻ర

,
஑∈୻ఱ

 (13)

где 
𝑧଴ ൌ 𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥ఛ𝑒ఛ; 𝑧ଵ ൌ 𝑥ଵ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶଷସହ𝑒ఛ; 𝑧ଶ ൌ 𝑥ଶ𝑒଴ െ 𝑥ଵଷସହ𝑒ఛ; 
𝑧ଵଶ ൌ 𝑥ଵଶ𝑒଴ െ 𝑥ଷସହ𝑒ఛ; 𝑧ଷ ൌ 𝑥ଷ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଶସହ𝑒ఛ; 𝑧ଵଷ ൌ 𝑥ଵଷ𝑒଴ ൅ 𝑥ଶସହ𝑒ఛ; 
𝑧ଶଷ ൌ 𝑥ଶଷ𝑒଴ െ 𝑥ଵସହ𝑒ఛ; 𝑧ଵଶଷ ൌ 𝑥ଵଶଷ𝑒଴ െ 𝑥ସହ𝑒ఛ; 𝑧ସ ൌ 𝑥ସ𝑒଴ െ 𝑥ଵଶଷହ𝑒ఛ; 
𝑧ଵସ ൌ 𝑥ଵସ𝑒଴ െ 𝑥ଶଷହ𝑒ఛ; 𝑧ଶସ ൌ 𝑥ଶସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵଷହ𝑒ఛ; 𝑧ଵଶସ ൌ 𝑥ଵଶସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଷହ𝑒ఛ; 
𝑧ଷସ ൌ 𝑥ଷସ𝑒଴ െ 𝑥ଵଶହ𝑒ఛ; 𝑧ଵଷସ ൌ 𝑥ଵଷସ𝑒଴ െ 𝑥ଶହ𝑒ఛ; 𝑧ଶଷସ ൌ 𝑥ଶଷସ𝑒଴ ൅ 𝑥ଵହ𝑒ఛ; 
𝑧ଵଶଷସ ൌ 𝑥ଵଶଷସ𝑒଴ ൅ 𝑥ହ𝑒ఛ. 

Заметим, что 𝑒̃ఛ ൌ 𝑒ఛ, 𝑒̂ఛ ൌ െ𝑒ఛ, 𝑒ఛ ൌ െ𝑒ఛ, 𝑒ఛଶ ൌ 𝑒଴; в равенстве (13) 𝑧ఈ – двой-
ные числа. 

Равенство (13) запишем в виде 

𝑤 ൌ ෍ 𝑧஑𝑒஑ ൌ ෍ 𝑢ఈ𝑒஑
஑∈௰ర

య஑∈୻ర

ൌ 𝑤଴𝑒଴ ൅ 𝑤ଵ𝑒ସ, 

где 
𝑤଴ ൌ 𝑢଴𝑒଴ ൅ 𝑢ଵ𝑒ଵ ൅ 𝑢ଶ𝑒ଶ ൅ 𝑢ଵଶ𝑒ଵଶ; 

𝑤ଵ ൌ 𝑢ସ𝑒଴ ൅ 𝑢ଵସ𝑒ଵ ൅ 𝑢ଶସ𝑒ଶ ൅ 𝑢ଵଶସ; 
𝑢଴ ൌ 𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑧ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑢ଵ ൌ 𝑧ଵ𝑒଴ ൅ 𝑧ଶଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑢ଶ ൌ 𝑧ଶ𝑒଴ െ 𝑧ଵଷ𝑒ଵଶଷ; 
𝑢ଵଶ ൌ 𝑧ଵଶ𝑒଴ െ 𝑧ଷ𝑒ଵଶଷ; 𝑢ସ ൌ 𝑧ସ𝑒଴ ൅ 𝑧ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑢ଵସ ൌ 𝑧ଵସ𝑒଴ ൅ 𝑧ଶଷସ𝑒ଵଶଷ; 
𝑢ଶସ ൌ 𝑧ଶସ𝑒଴ െ 𝑧ଵଷସ𝑒ଵଶଷ; 𝑢ଵଶସ ൌ 𝑧ଵଶସ𝑒଴ െ 𝑧ଷସ𝑒ଵଶଷ. 

Заметим, что элементы 𝑢௞ ,𝑢௠ коммутируют друг с другом, так как при-
надлежат коммутативной подалгебре, образованной элементами базиса 
ሼ𝑒଴, 𝑒ଵଶଷ, 𝑒ସହ, 𝑒ଵଶଷସହሽ. 

Введем сопряжение, которое отличается от сопряжения Клиффорда в 𝑅ହ,଴: 
𝑤ᇱ ൌ 𝑤଴

ᇱ𝑒଴ െ 𝑒ସ𝑤ଵ
ᇱ ൌ 

ൌ ሺ𝑢଴𝑒଴ െ 𝑢ଵ𝑒ଵ െ 𝑢ଶ𝑒ଶ െ 𝑢ଵଶ𝑒ଵଶሻ𝑒଴ െ 𝑒ସሺ𝑢ସ𝑒଴ െ 𝑢ଵସ𝑒ଵ െ 𝑢ଶସ𝑒ଶ െ 𝑢ଵଶସ𝑒ଵଶሻ. 
Заметим, что в алгебре 𝑅ସ,଴ 𝑤ᇱ ൌ 𝑤. Найдем сумму 𝑤 ൅𝑤ᇱ: 

𝑤 ൅ 𝑤ᇱ ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ ൅ 𝑧ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ ൅ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶସ ൅ 𝑧ଵଷସ𝑒ଵଷସ ൅ 𝑧ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷସሻ. 
Из этого равенства следует, что 

ሺ𝑤 ൅ 𝑤ᇱሻ෫ ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ െ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶସ െ 𝑧ଵଷସ𝑒ଵଷସ ൅ 𝑧ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷସሻ; 
ሺ𝑤 ൅ 𝑤ᇱሻ෫ ௱ ൌ 2ሺ𝑧଴𝑒଴ െ 𝑧ଵଶଷ𝑒ଵଶଷ െ 𝑧ଵଶସ𝑒ଵଶସ െ 𝑧ଵଷସ𝑒ଵଷସ െ 𝑧ଵଶଷସ𝑒ଵଶଷସሻ. 

Отсюда следует, что 
𝑤 ൅ 𝑤ᇱ ൅ ሺ𝑤 ൅ 𝑤ᇱሻ෫ ୼ ൌ 4𝑧଴𝑒଴ ൌ 4ሺ𝑥଴𝑒଴ ൅ 𝑥ఛ𝑒ఛሻ ∈ 𝑍. 

Умножим элемент w на 𝑤ᇱ. Проведем вычисления, аналогичные вычисле-
ниям пункта 2, получим 
 𝑤 ⋅ 𝑤ᇱ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁𝑒ସ,  (14) 
где М ൌ ሺ𝑢0

2 െ 𝑢1
2 െ 𝑢2

2 ൅ 𝑢12
2 െ 𝑢4

2 ൅ 𝑢14
2 ൅ 𝑢24

2 െ 𝑢124
2 ሻ и 𝑁 ൌ 2𝑧଴

ᇱ𝑒ଵଶଷ ൅ 2𝑧ଵ
ᇱ𝑒ଵଶ ൅ 

൅2𝑧ଶ
ᇱ𝑒ଵଷ ൅ 2𝑧ଷ

ᇱ𝑒ଶଷ, 𝑧௞
ᇱ ൌ 𝑥௞

ᇱ ൅ 𝑦௞
ᇱ 𝑒ఛ– двойные числа. 

Из равенства (14) следует, что 
ሺ𝑤𝑤ᇱሻ෫ ୼ ൌ 𝑀෩ െ 𝑁𝑒ସ ൌ 𝑀∗ െ 𝑁𝑒ସ, 

где 𝑀∗ ൌ 𝜀ସ𝑒ସ𝑀𝑒ସ. 
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Тогда имеем 
ሺ𝑤𝑤ᇱሻሺ𝑤𝑤ᇱሻ෫ ௱ ൌ ሺ𝑀𝑒଴ ൅ 𝑁𝑒ସሻሺ𝑀∗𝑒଴ െ 𝑁𝑒ସሻ ൌ ሺ𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ሻ𝑒଴. 

Заметим, что 𝑀𝑀∗ െ 𝑁𝑁∗ ൌ 𝐿𝑒଴ ൅ 𝐾𝑒ఛ – двойное число. Делители нуля 
в 𝑅ହ,଴ определяются равенством 𝐿ଶ െ 𝐾ଶ ൌ 0. Если 𝐿ଶ െ 𝐾ଶ ് 0, то обратный 
элемент определяется равенством 

𝑤ିଵ ൌ
𝑤ᇱሺ𝑤𝑤ᇱሻ෫ ௱ሺ𝐿𝑒଴ െ 𝐾𝑒ఛሻ

𝐿ଶ െ 𝐾ଶ . 

Рассмотрим в 𝑅ହ,଴ функциональное уравнение 
 𝑃𝑋 ൌ 𝑄,  (15) 
где 𝑃,𝑄 ∈ 𝑅ହ,଴,𝑋 ∈ 𝑅ହ,଴ – произвольный элемент. 

Если элемент 𝑃 имеет обратный, то 

𝑃ିଵ ൌ
𝑃ᇱሺ𝑃𝑃ᇱሻ෫ ௱ሺ𝐿𝑒଴ െ 𝐾𝑒ఛሻ

𝐿ଶ െ 𝐾ଶ , 𝐿ଶ െ 𝐾ଶ ് 0. 

Тогда уравнение (6) имеет решение 

𝑋 ൌ 𝑃ିଵ𝑄 ൌ
𝑃ᇱሺ𝑃𝑃ᇱሻ෫ ௱ሺ𝐿𝑒଴ െ 𝐾𝑒ఛሻ𝑄

𝐿ଶ െ 𝐾ଶ , 𝐿ଶ െ 𝐾ଶ ് 0. 

Рассмотрим функциональное уравнение Сильвестра 
 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶,  (16) 
где 𝐴,𝐵,𝐶 известные элементы алгебры 𝑅ହ,଴, 𝑋 ∈ 𝑅ହ,଴ – неизвестный элемент, 
который нужно найти. 

Повторяя рассуждения, проведенные в пункте 2, получаем равенство (9). 
Уравнение (16) приводится к виду (15) относительно переменной 𝑋 ∈ 𝑅ହ,଴, если 
выражения 𝐵 ൅ 𝑝ଵ,𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ,𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ,𝐵𝑝ଷ принадлежат центру алгебры 𝑅ହ,଴. 
Если 𝑝ଷ ൌ 𝐵ᇱሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱, то 𝐵𝑝ଷ ൌ ሺ𝐵𝐵ᇱሻሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ∈ 𝑍. Выражение 𝐵 ൅ 𝑝ଵ ∈ 𝑍, если 
𝑝ଵ ൌ 𝐵ᇱ ൅ 𝐵෨௱ ൅ 𝐵෨ᇱ௱. Далее положим 𝑝ଶ ൌ ሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൅ 𝐵ᇱ𝐵෨௱ ൅ 𝐵ᇱ𝐵෨ᇱ௱. Тогда имеем 

𝐵𝑝ଵ ൅ 𝑝ଶ ൌ 𝐵𝐵ᇱ ൅ 𝐵𝐵෨ ൅ 𝐵𝐵෨ᇱ ൅ ሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൅ 𝐵ᇱ𝐵෨௱ ൅ 𝐵ᇱ𝐵෨ᇱ௱

ൌ 𝐵𝐵ᇱ ൅ ሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൅ ሺ𝐵 ൅ 𝐵ᇱሻሺ𝐵 ൅ 𝐵ᇱሻ෫ ௱ ∈ 𝑍. 
Покажем, что 𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ ∈ 𝑍. В самом деле 

𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ ൌ 𝐵ሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൅ 𝐵𝐵ᇱሺ𝐵෨ ൅ 𝐵෨ᇱሻ௱ ൅ 𝐵ᇱሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൌ 
ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐵ᇱሻሺ𝐵𝐵ᇱሻ෫ ௱ ൅ ሺ𝐵𝐵ᇱሻሺ𝐵෨ ൅ 𝐵෨ᇱሻ௱. 

Проведем рассуждения, аналогичные рассуждениям пункта 2, тогда 
имеем 𝐵𝑝ଶ ൅ 𝑝ଷ ∈ 𝑍. 

Уравнение Сильвестра (16) приводится к виду (10). Если элемент 𝐴ଵ имеет 
обратный, то решение уравнения Сильвестра записывается в виде 

𝑋 ൌ 𝐴ଵ
ିଵ𝐵ଵ ൌ

𝐴ଵ
ᇱ ሺ𝐴ଵ𝐴ଵ

ᇱ ሻ෫ ௱ሺ𝐿𝑒଴ െ 𝐾𝑒ఛሻ𝐵ଵ
𝐿ଶ െ 𝐾ଶ , 𝐿ଶ െ 𝐾ଶ ് 0. 

Выводы. В статье исследуется уравнение Сильвестра для матриц второго по-
рядка с действительными или комплексными коэффициентами. Для алгебр Клиф-
форда четной размерности 𝐑𝟒,𝟎,𝐑𝟏,𝟑, центр которых состоит из действительных 
чисел, дается алгоритм нахождения обратных элементов. Нахождение обратных 
элементов тесно связано с понятием делителей нуля в этих алгебрах. Обратный 
элемент находится с помощью сопряжения Клиффорда. Метод нахождения об-
ратного элемента применяется для решения уравнения Сильвестра, при этом ис-
пользуется четностное сопряжение, сопряжение реверс и сопряжение Клиффорда. 
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Центр нечетной алгебры Клиффорда 𝐑𝟓,𝟎 состоит из двойных чисел. При нахож-
дении обратного элемента нельзя применять сопряжение Клиффорда. Найдено 
сопряжение, с помощью которого можно применять алгоритм нахождения обрат-
ного элемента в алгебре Клиффорда 𝐑𝟓,𝟎. Метод нахождения обратного элемента 
применяется для решения уравнения Сильвестра, которое, в частности, использу-
ется для обеспечения робастности пьезопривода с использованием метода управ-
ляемой относительной интервальности [1]. 
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Sergey P. KUZNETSOV, Vladimir V. MOCHALOV, Vasiliy P. CHUEV 

ALGORITHM FOR FINDING THE INVERSE ELEMENTS AND SOLUTION 
OF THE SILVESTER EQUATION IN THE CLIFFORD ALGEBRAS 

𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 

Key words: real Clifford algebra, conjugation in Clifford algebras, zero divisors, inverse 
element, Sylvester equation, robustness, piezodrive. 

The purpose of the work is to find an algorithm for finding inverse elements in the Clifford 
algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎 and to solve the nonlinear Sylvester equation 𝐴𝑋 ൅ 𝑋𝐵 ൌ 𝐶. 
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Materials and methods. Using the basic conjugation operations in Clifford algebras, find-
ing an algorithm for finding inverse elements. Application of this algorithm to solve the 
Sylvester equation. 
Results of the work. In Clifford algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎, which have a great application in 
physics, a method for finding inverse elements and equations for finding zero divisors were 
found. The found algorithm is used to solve the Sylvester equation. For Clifford algebras of even 
dimension 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑 an algorithm for finding inverse elements is given. Finding inverse ele-
ments is closely related to the concept of zero divisors in these algebras. The inverse element 
method is used to solve the Sylvester equation, using even conjugation, reverse conjugation and 
Clifford conjugation. For the odd Clifford algebra 𝑹𝟓,𝟎, a conjugation is found that can be used 
to apply the algorithm for finding the inverse element. The method of finding the inverse element 
is used to solve the Sylvester equation, which, in particular, is used to ensure the robustness of 
the piezodrive using the controlled relative interval method. 
Findings. An algorithm for finding inverse elements is constructed and the Sylvester equa-
tion is solved in the Clifford algebras 𝑹𝟒,𝟎,𝑹𝟏,𝟑,𝑹𝟓,𝟎. 
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РАСЧЕТ МАТРИЦЫ ИНДУКТИВНОСТЕЙ  
СИЛОВОГО ТРАНСФОРМАТОРА 

Ключевые слова: индуктивность, матрица индуктивностей, магнитопровод, об-
мотка, трансформатор, модифицированный метод узловых потенциалов. 

Практические расчеты электрооборудования и электрических сетей выполняются 
с использованием схем замещения. Без учета насыщения электромагнитные про-
цессы в силовом трансформаторе описываются системой линейных уравнений, ко-
торые могут быть представлены в матричной форме. Матрица индуктивностей 
трансформатора содержит собственные и взаимные индуктивности обмоток, ве-
личины которых для одной фазы определяются непосредственно из паспортных 
данных, содержащих результаты опытов холостого хода и короткого замыкания. 
Взаимные индуктивности между фазами, зависящие от типа и размеров магнито-
провода, как правило, не приводятся в документации трансформатора, что не поз-
воляет моделировать режимы работы, отличающиеся от установившегося с рав-
номерной загрузкой фаз. 
Цель работы состоит в разработке алгоритма расчета элементов матрицы ин-
дуктивностей силового трансформатора по его паспортным данным и параметрам 
магнитной цепи. 
Научная новизна заключается в использовании информации о типе магнитопровода 
и его размерах при определении элементов матрицы индуктивностей. 
Материалы и методы. В работе применялись методы теории линейных электри-
ческих и магнитных цепей. 
Результаты исследования. Предложенный алгоритм определения матрицы индук-
тивностей включает три этапа: расчет собственных и взаимных индуктивностей 
одной фазы; построение схемы замещения магнитной цепи и расчет магнитных по-
токов с целью учета взаимного влияния обмоток различных фаз; формирование 
матрицы индуктивностей трехфазного трансформатора. Предложен способ по-
строения матрицы индуктивностей трансформатора с произвольным типом маг-
нитопровода, числом фаз и обмоток. Способ предполагает предварительное вычис-
ление матрицы коэффициентов, характеризующей магнитопровод и зависящей 
главным образом от его типа и в меньшей степени – от соотношений геометриче-
ских размеров стержней и ярм. Матрица коэффициентов может быть вычислена 
заранее и использоваться для определения матрицы индуктивностей широкой но-
менклатуры трансформаторов. 
Выводы. 1. Паспортные данные трансформатора не позволяют достоверно моде-
лировать работу трансформатора при неравномерной нагрузке. 2. Разработан ал-
горитм определения матрицы индуктивностей трансформаторов. 3. Предложен 
способ построения матрицы индуктивностей трансформатора с произвольным 
типом магнитопровода, числом фаз и обмоток. Практическое значение алгоритма 
определяется простотой его алгоритмизации, а также возможностью применения 
при компьютерном моделировании электрических цепей с трансформаторами, 
например, с использованием модифицированного метода узловых потенциалов. 

 
Введение. Расчёт режимов работы электрооборудования и электрических 

сетей выполняется, как правило, с использованием электрических схем заме-
щения. Обмотки трансформатора являются примером индуктивно связанных 
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контуров и характеризуются собственными и взаимными индуктивностями. 
Систему уравнений трансформатора можно записать в матричной форме как 

 u = R∙i + dΨ/dt = R∙i + L∙di/dt, 
где u и i – вектор-столбцы фазных напряжений и токов; Ψ = Lꞏi – вектор-стол-
бец потокосцеплений магнитных потоков с обмотками; R и L – квадратные 
матрицы соответственно активных сопротивлений и индуктивностей транс-
форматора. Матрица R является диагональной, если магнитные потери не учи-
тываются. Матрица L содержит собственные и взаимные индуктивности. 

Без учета нелинейности характеристики намагничивания стали расчет 
магнитной цепи трансформатора можно выполнить с использованием схемы 
замещения. Так, в случае однофазного 2-обмоточного трансформатора без 
учета потерь схема замещения магнитной цепи показана на рис. 1, а, где 
F1 = w1i1 и F2 = w2i2 – МДС первичной и вторичной обмоток с токами i1 и i2, 
имеющих w1 и w2 витков; Rm – суммарное магнитное напряжение стальных 
участков; Rm – суммарное магнитное напряжение стальных участков, по кото-
рым замыкается главный магнитный поток Ф = Фm1 + Фm2; Rσ1 и Rσ2 – магнит-
ные сопротивления немагнитных участков, по которым замыкаются потоки 
рассеяния первичной и вторичной обмоток. Значения Rσ1 и Rσ2 значительно 
превышают Rm. Магнитные потоки можно определить как Фσ1 = F1 / Rσ1; 
Фσ2 = F2 / Rσ2; Фm1 = F1 / Rm; Фm2 = F2 / Rm. 

 

    

а б в г 
Рис. 1. Схемы замещения однофазного двухобмоточного трансформатора:  

схема замещения магнитной цепи (а); электрическая схема замещения в форме  
индуктивно связанных контуров (б); развязывание взаимной индуктивности (в, г) 

 
Потокосцепления магнитных потоков Ф1 и Ф2 c первичной и вторичной 

обмотками, имеющими w1 и w2 витков: 
 Ψ1 = w1Ф1 = w1ꞏ(Фσ1 + Фm1 + Фm2) = 
 = w1

2i1/Rσ1 + w1
2i1/Rm + w1w2i2/Rm = Lσ1i1 + Lm1i1 + L12i2, 

 Ψ2 = w2Ф2 = w2ꞏ(Фσ2 + Фm2 + Фm1) = 
 = w2

2i2/Rσ2 + w2
2i2/Rm + w2w1i1/Rm = Lσ2i2 + Lm2i2 + L21i1. 

Записывая эти уравнения в матричной форме как Ψ = Lꞏi, выразим матрицу 
индуктивностей однофазного двухобмоточного трансформатора: 

 𝐋 ൌ ൬
𝐿஢ଵ ൅ 𝐿௠ଵ 𝐿ଵଶ

𝐿ଶଵ 𝐿஢ଶ ൅ 𝐿௠ଶ
൰ ൌ ൬

𝐿ଵଵ 𝐿ଵଶ
𝐿ଶଵ 𝐿ଶଶ

൰, 



122  Вестник Чувашского университета. 2023. № 4 
 

. 

где L11 = Lσ1 + Lm1 и L22 = Lσ2 + Lm2 – собственные индуктивности первичной 
и вторичной обмоток; L12 = (w2/w1)∙Lm1 = L21 = (w1/w2)∙Lm2 = M – взаимные ин-
дуктивности; Lm1 = w1

2/Rm и Lm2 = w2
2/Rm – главные индуктивности; Lσ1 = w1

2/Rσ1 
и Lσ2 = w2

2/Rσ2 – индуктивности рассеяния [4. С. 7–15; 12. C. 5]. 
Обмотки трансформатора можно представить в форме индуктивно связан-

ных контуров (см. рис. 1, б). При электрическом соединении одноименных вы-
водов первичной и вторичной обмоток, как показано на рис. 1, в, ток в общей 
ветви i12 = i1 + i2. Тогда потокосцепления Ψ1 и Ψ2 

 Ψ1 = L11i1 + Mi2 = L11i1 + M∙(i12 – i1) = (L11 – M)∙i1 + Mi12, 
 Ψ2 = L22i2 + Mi1 = L22i2 + M∙(i12 – i2) = (L22 – M)∙i2 + Mi12. 

Последние выражения соответствуют электрической схеме замещения трансфор-
матора (см. рис. 2, г) не содержащей взаимных индуктивностей [2. С. 121–127]. 

По данным опытов холостого хода и короткого замыкания, указанным 
в паспорте, можно определить параметры схемы замещения приведенного 
трансформатора, имеющего во вторичной обмотке w2' = w1 витков: индуктив-
ные сопротивления взаимной индукции X0, короткого замыкания Xк, рассеяния 
X1 = X2' ≈ Xк/2. Соответствующие индуктивности определяются как 

 Lσ1 = X1/ω; Lσ2' = X2'/ω; M' = Lm1 = Lm2' = X0/ω, 
 Lσ2 = (w2/w1)2∙Lσ2'; Lm2 = (w2/w1)2∙Lm2' = (w2/w1)2∙Lm1, 

где ω – угловая частота; w1/w2 = U1н.ф/U2н.ф – коэффициент трансформации; 
штрихами обозначены приведенные величины и параметры. 

В случае u-фазного v-обмоточного трансформатора квадратная матрица 
индуктивностей имеет размер 2uv; элементы главной диагонали – собственные 
индуктивности, остальные элементы матрицы – взаимные индуктивности. 

Моделированию трансформаторов посвящено большое количество работ, 
что подтверждает научный и практический интерес к данной теме. Известные ра-
боты в целом направлены на поиск компромисса между сложностью модели 
и адекватностью воспроизведения электромагнитных процессов в трансформа-
торе. Так, в работе [1] рассматривается «потоковая модель» работы электроэнер-
гетической системы, включая отдельные ее элементы, такие как трансформаторы, 
где основными искомыми переменными являются потоки мощности. Приведен-
ная в работе математическая модель трехфазного трансформатора выражена си-
стемой линейных уравнений в матричной форме и характеризует установившийся 
режим работы трансформатора. В модели не учитывается тип магнитопровода 
и не предполагается наличие взаимной индуктивности между фазами. 

Известны также работы, например [5, 6], в которых при моделировании 
трансформаторов учитывается ряд специфических факторов, таких как дис-
кретность и несимметрия структуры обмоток, насыщение магнитной цепи 
и потерь в стали, а также влияние технологических факторов. Учет большого 
числа параметров приводит к избыточному усложнению модели. В работе [11] 
приводятся выражения для расчета индуктивностей рассеяния и взаимных ин-
дуктивностей обмоток тягового трансформатора, учитывающие изменение 
магнитного поля рассеяния обмоток при дискретном переключении нагрузки 
секций тяговых обмоток. Авторы отмечают, что для адекватного воспроизве-
дения работы тягового трансформатора с секционированными вторичными  



Технические науки 123 

 

. 

обмотками в режимах коммутации тиристорных плеч выпрямительно-инвер-
торного преобразователя необходимо знать nꞏ(n – 1)/2 результатов опытов ко-
роткого замыкания трансформатора, где n – число катушек. Очевидно, что это 
не всегда возможно реализовать на практике. 

В работах [7–10] рассмотрен процесс создания «цифрового двойника» 
трансформатора с магнитопроводом произвольного исполнения в программе 
Matlab Simulink с использованием реализованного в ней неявного решателя си-
стемы нелинейных уравнений «Solve». Несмотря на избыточную для практи-
ческого применения точность, предложенные подходы нельзя считать доста-
точно универсальными в связи с привязкой методики расчета к строго опреде-
ленному программному обеспечению. Кроме того, расчеты опираются на па-
раметры магнитной системы трансформатора, известные лишь из его техниче-
ской документации и недоступные при эксплуатации. 

Паспортные данные трансформатора, содержащие результаты опытов хо-
лостого хода и короткого замыкания, позволяют найти параметры схемы заме-
щения одной фазы трансформатора [3. С. 90]. Взаимные индуктивности между 
фазами, зависящие от типа и размеров магнитопровода, как правило, в доку-
ментации на трансформатор не приводятся. Такая информация необходима 
для моделирования режимов работы трансформатора, отличающихся от уста-
новившегося с равномерной загрузкой фаз. Однако способ определения мат-
рицы индуктивностей, обладающий достаточной универсальностью и просто-
той алгоритмизации, в общем случае не разработан. 

Цель работы состоит в разработке алгоритма расчета элементов матрицы 
индуктивностей силового трансформатора по его паспортным данным и пара-
метрам магнитной цепи. 

Научная новизна заключается в использовании информации о типе магни-
топровода силового трансформатора и его размерах при определении элемен-
тов матрицы индуктивностей. 

Материалы и методы. В работе применялись методы теории линейных 
электрических и магнитных цепей. Расчеты выполнялись с использованием от-
крытых библиотек для языка программирования Python. При формулировке 
алгоритма и получении общей формы матрицы индуктивностей использовался 
принцип индуктивных обобщений. 

Результаты исследования. Предлагаемый алгоритм определения мат-
рицы индуктивностей силового трансформатора включает три этапа: 

1. Вычисление параметров схемы замещения фазы трансформатора 
по паспортным данным, включая индуктивности приведенного трансформа-
тора; определение собственных и взаимных индуктивностей трансформатора 
для симметричного установившегося режима работы. Так, для двухобмоточ-
ного трансформатора индуктивности 

L12 = L12 = (w2/w1)∙Lm1 = (w1/w2)∙Lm2, L11 = Lσ1 + Lm1, L22 = Lσ2 + Lm2. 
2. Определение топологии схемы замещения магнитной цепи в зависимо-

сти от типа магнитопровода; расчет магнитных сопротивлений по схеме заме-
щения с учетом размеров магнитопровода; расчет индуктивностей. 
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Относительные значения взаимных индуктивностей фазных обмоток од-
ного напряжения можно найти следующим образом: 

а) приравнять к нулю значения всех МДС схемы замещения магнитной 
цепи; 

б) последовательно приравнивая значения каждой МДС к одной и той же 
произвольно выбранной величине F, определить распределение магнитных по-
токов по схеме замещения магнитной цепи. Отношение магнитного потока 
в какой-либо ветви b без источника МДС Фab к магнитному потоку ветви a с 
источником МДС Фa равно отношению взаимной индуктивности обмоток, рас-
положенных на рассматриваемых участках магнитной цепи, Lab к собственной 
индуктивности La обмотки a. 

Абсолютные значения взаимных индуктивностей между обмотками лю-
бых двух фаз определяются по найденным в п. 1 значениям собственных и вза-
имных индуктивностей обмоток трансформатора при симметричном устано-
вившемся режиме работы. 

3. Построение матрицы индуктивностей трансформатора на основе из-
вестных собственных и взаимных индуктивностей. 

Рассмотрим выполнение п. 2 и 3 предлагаемого алгоритма на примере 
трехфазного двухобмоточного трансформатора с трехстержневым магнито-
проводом, размеры которого показаны на рис. 2, а. Пропорции такого транс-
форматора характеризуются коэффициентом β, равным отношению длины 
окружности канала между обмотками высшего и низшего напряжений πd12 
к высоте l стержня. Значение данного коэффициента выбирается на этапе проек-
тирования. Для магнитопровода трехстержневого типа, как правило, β = 1,5–2,2. 
Принимая приближенно длину средней магнитной линии стержня lc = l, ярма 
ly ≈ d12 = lcꞏβ/π и считая магнитные сопротивления пропорциональными длинам 
средних магнитных линий, получим Ry/Rc = β/π = 0,48–0,70. 

 

 
  

а б в 
Рис. 2. Размеры магнитной системы трехфазного двухобмоточного трансформатора  
с трехстержневым магнитопроводом (а), схемы замещения магнитной цепи (б, в) 

 
Примем Ry/Rc = 0,5. Значениями магнитных сопротивлений рассеяния Rσ, 

значительно превышающими магнитные сопротивления стальных участков, 
будем пренебрегать. Поместим источник МДС FA в левую боковую ветвь, как 
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показано на рис. 2, а. МДС остальных фазных обмоток примем равными нулю. 
Тогда распределение магнитных потоков в ветвях в относительных единицах: 
ФAA = 0,75; ФAB = –0,5; ФAC = –0,25. Располагая источник МДС той же величины 
FB = FA в центральной ветви, как показано на рис. 2, б, получим распределение 
магнитных потоков ФBA = –0,5; ФBB = 1,0; ФBC = –0,5. Распределение магнит-
ных потоков при помещении источника МДС в правой боковой ветви «С» та-
кое же, как и в первом случае, по причине симметрии магнитной цепи. За еди-
ницу принято наибольшее значение магнитного потока. 

Для фазных обмоток трансформатора с одинаковым числом витков (одного 
напряжения) потокосцепление пропорционально величине магнитного потока 
Ψ = wꞏФ, а МДС – величине тока F = wꞏi. Следовательно, собственная и взаимная 
индуктивность, представляющая собой отношение потокосцепления к величине 
тока L = Ψ/i, пропорциональна величине рассчитанного магнитного потока. 

Матрица индуктивностей рассматриваемого трансформатора размером 
6×6 образуется объединением подматриц: 

 𝐋 ൌ ൤
𝐋𝟏𝟏 𝐋𝟏𝟐
𝐋𝟐𝟏 𝐋𝟐𝟐

൨, 

где L11 и L22 – подматрицы индуктивностей обмоток высшего и низшего напря-
жений соответственно, имеющие размерность 3×3; L12 и L21 = L12

T – подмат-
рицы взаимных индуктивностей обмоток высшего и низшего напряжений. 
За базисное значение индуктивности для подматриц L11 и L22 примем индук-
тивности Lm1 и Lm2 соответственно, для подматриц L12 и L21 = L12

T – взаимные 
индуктивности M = L12 = L12 = (w2/w1)∙Lm1 = (w1/w2)∙Lm2, тогда 

 

L11 =  A B C 
A 0,75∙Lm1 + Lσ1 –0,5∙Lm1 –0,25∙Lm1 
B –0,5Lm1 Lm1 + Lσ1 –0,5Lm1 
C –0,25∙Lm1 –0,5∙Lm1 0,75∙Lm1 + Lσ1 

 
L22 =  a b c 

a 0,75∙Lm2 + Lσ2 –0,5∙Lm2 –0,25∙Lm2 
b –0,5Lm2 Lm2 + Lσ2 –0,5Lm2 
c –0,25∙Lm2 –0,5∙Lm2 0,75∙Lm2 + Lσ2 

 
L12 =  a b c 

A 0,75∙L12 –0,5∙L12 –0,25∙L12 
B –0,5∙L12 L12 –0,5∙L12 
C –0,25∙L12 –0,5∙L12 0,75∙L12 

 

Собственные индуктивности включают дополнительные составляющие – ин-
дуктивности рассеяния Lσ1 и Lσ2, не зависящие от распределения магнитных 
потоков в остальных ветвях магнитопровода. 

В общем случае матрицу индуктивностей L для u-фазного v-обмоточного 
трансформатора c магнитопроводом любого типа произвольных размеров 
можно составить из v×v подматриц Lij размерностями u×u, где i, j = 1...v: 

 Lii = Ku◦LmiꞏJu + LσiꞏI, (1) 
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 Lij = K◦LijꞏJ, Lji = Lij
T, 

где Ju – матрица единиц; Iu – единичная матрица; Ku – матрица коэффициентов, 
зависящая от типа и размеров магнитопровода и определяемая согласно п. 2 
предлагаемого алгоритма; символом «◦» обозначено произведение Адамара. 

Так, в трехфазном групповом двухобмоточном трансформаторе, где вза-
имные влияния фаз друг на друга отсутствуют, K3 = I3. Применяя алгоритм 
к трансформаторам с магнитопроводами пространственного (см. рис. 3) бро-
нестержневого и броневого типов при соотношении магнитных сопротивле-
ний ярм и стержней Ry/Rc = 0,5, получим 

 

 
Рис. 3. Пространственная  

конструкция магнитопровода 

𝐊𝟑,пр. ൌ ൥
1 െ0,5 െ0,5

െ0,5 1 െ0,5
െ0,5 െ0,5 1

൩, 

𝐊𝟑,бр.ст. ൌ ൥
0,967 െ0,333 െ0,133
െ0,330 1 െ0,330
െ0,133 െ0,333 0,967

൩, 

𝐊𝟑,бр. ൌ ൥
1 0,127 0,016

0,125 1 0,125
0,016 0,127 1

൩. 

 
Выражение матрицы индуктивностей в общем виде, согласно уравнениям 

(1), позволяет отделить расчет индуктивностей для одной фазы трансформа-
тора и построение матрицы индуктивностей для трансформатора в целом. Число-
вые значения, входящие в матрицу коэффициентов K, выражены в относительных 
единицах и зависят главным образом от типа магнитопровода и в меньшей сте-
пени от соотношений геометрических размеров стержней и ярм. В практиче-
ских расчетах числовые значения, входящие в матрицу коэффициентов K, мо-
гут быть вычислены заранее для заданного типа магнитопровода или исполь-
зованы значения, приведенные в данной работе. Далее, используя индуктивно-
сти фазы трансформатора, рассчитанные по его паспортным данным, согласно 
уравнениям (1) может быть сформирована искомая матрица индуктивностей 
трансформатора. 

Практическое значение предложенного алгоритма определяется простотой 
его алгоритмизации. Это позволяет применять алгоритм при компьютерном мо-
делировании электрических цепей с трансформаторами, например, с использо-
ванием модифицированного метода узловых потенциалов. Алгоритм может 
быть дополнены с учетом явления насыщения стали магнитопровода, а также 
электрических и магнитных потерь. Соответствующая модификация алгоритма 
может составлять перспективу дальнейших исследований по теме работы. 

Выводы. 1. Результаты опытов холостого хода и короткого замыкания 
трансформатора, приведенные в его технической документации, позволяют 
найти параметры схемы замещения лишь одной фазы трансформатора, что не 
дает возможности достоверно моделировать режимы работы трансформатора, 
отличающиеся от установившегося с равномерной загрузкой фаз. Известные 
работы по моделированию трансформаторов в целом направлены на поиск 



Технические науки 127 

 

. 

компромисса между сложностью модели и адекватностью воспроизведения 
электромагнитных процессов в трансформаторе. 

2. Разработан алгоритм определения матрицы индуктивностей трансформа-
торов, включающий 3 этапа: расчет собственных и взаимных индуктивностей 
фазы трансформатора для симметричного установившегося режима работы; 
построение схемы замещения магнитной цепи и расчет магнитных потоков 
с целью учета взаимного влияния обмоток различных фаз; формирование мат-
рицы индуктивностей трехфазного трансформатора. 

3. Предложен способ построения матрицы индуктивностей трансформатора 
с произвольным типом магнитопровода, числом фаз и обмоток. Способ предпо-
лагает предварительное вычисление матрицы коэффициентов, характеризую-
щей магнитопровод и зависящей главным образом от его типа и в меньшей сте-
пени – от соотношений геометрических размеров стержней и ярм. Матрица ко-
эффициентов может быть вычислена заранее и использоваться для определения 
матрицы индуктивностей широкой номенклатуры трансформаторов. 
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Aleksandr I. ORLOV, Sergei V. VOLKOV, Ilsur Kh. GARIPOV 

CALCULATION OF POWER TRANSFORMER INDUCTANCE MATRIX 

Key words: inductance, inductance matrix, magnetic core, winding, transformer, modified 
nodal analysis. 

Practical calculations of electric equipment and electric networks are performed using 
equivalent circuits. Without taking into account saturation phenomena, electromagnetic 
processes in a power transformer are described by a system of linear equations, which can 
be represented in matrix form. The transformer inductance matrix contains self and mutual 
winding inductances, whose values for one phase are determined directly from the passport 
data containing the results of no-load and short circuit experiments. Mutual inductances 
between phases depending on the type and size of the magnetic core are not usually given 
in the transformer documentation. It does not allow to simulate the operating modes that 
differ from the steady state with uniform phase load.  
The purpose of the work is to develop an algorithm for calculating elements of the power trans-
former inductance matrix according to its passport data and magnetic circuit parameters.  
The scientific novelty lies in use of information about magnetic circuit type and size to 
determine elements of the inductance matrix.  
Materials and methods. Methods of linear electric and magnetic circuit theory are used in 
the work.  
Results. The proposed algorithm for calculation of power transformer inductance matrix 
includes three stages: calculation of self and mutual inductances for one phase; construc-
tion of an equivalent circuit for a magnetic circuit and calculation of magnetic fluxes in 
order to take into account the mutual influence of windings on various phases; assembly of 
the inductance matrix of three-phase transformer. A method is proposed for constructing 
the transformer inductance matrix with an arbitrary type of magnetic circuit, phases and 
windings quantity. The method involves preliminary calculation of the coefficient matrix 
that characterizes the magnetic circuit and depends mainly on its type and, to a less, on the 
ratio of geometric dimensions in rods and yokes. The coefficient matrix can be calculated 
in advance and used to determine the inductance matrix of a wide range of transformers.  
Conclusions. 1. The passport data of the transformer do not allow to model transformer op-
eration at unbalanced load validly. 2. An algorithm for determining the inductance matrix of 
transformers has been developed. 3. A method for compilation of a transformer inductance 
matrix with an arbitrary type of magnetic circuit, the number of phases and windings is intro-
duced. The practical significance of the algorithm is determined by the simplicity of algorith-
mizing, as well as by the possibility of using it in computer simulation of electrical circuits 
with transformers, for example, using the modified nodal analysis method. 
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Для тяжелой строительной техники с гибридной электрической трансмиссией цен-
тром питания группы тяговых электроприводов могут быть электрогенератор 
и возобновляемый накопитель энергии (массив аккумуляторов) с возможностью 
их совместной работы для обеспечения рывка тока в группе тяговых электроприво-
дов. Массив аккумуляторов может быть использован для питания генератора в ре-
жиме стартера при запуске дизельного двигателя внутреннего сгорания. 
Цель исследования – обоснование выбора магнитной системы силового генера-
тора для электрической трансмиссии и возможности режима стартера при-
водного двигателя внутреннего сгорания. Исследование выполнено в рамках суб-
сидируемого проекта по созданию в Чувашии серийного производства семейства 
фронтальных погрузчиков с гибридным электроприводом. 
Материалы и методы исследования. Исследование проводилось методом ко-
нечно-элементного анализа с применением отечественного программного про-
дукта ELCUT (профессиональная версия и набор справочников отечественных 
электротехнических и магнитных материалов). 
Результаты исследования. На этапе эскизного проектирования сделан анали-
тический расчет параметров активных частей трансмиссионного электрогене-
ратора при соблюдении следующих условий: применение отечественных элек-
тротехнических и магнитных материалов, использование общепромышленных 
подшипников и антифризов, обеспечение совместимости с имеющейся техноло-
гической оснасткой в производстве тяговых электродвигателей, выполнение 
функции стартера для приводного двигателя внутреннего сгорания. Приведено 
обоснование выбора магнитной системы на основе соотношений магнитных по-
токов разных размеров зубцов статора. Статья иллюстрирована эпюрами маг-
нитных и тепловых полей для заданных эксплуатационных характеристик и 
свойств трансмиссионного электрогенератора. 
Выводы. Для заданного типа приводных дизельных двигателей, устанавливае-
мых на фронтальные погрузчики, наилучшие показатели эффективности пред-
лагаемой магнитной системы генератора имеют место при использовании 
мультипликатора. Питание генератора в режиме стартера обеспечивается 
установленным массивом тяговых аккумуляторов фронтального погрузчика без 
дополнительных повышающих преобразователей. 
 

 
Одним из основных требований при освоении серийного производства се-

мейства фронтальных погрузчиков с гибридной электрической трансмиссией 
                                                      

* Исследования выполнены Федеральным государственным бюджетным образовательным учре-
ждением высшего образования «Чувашский государственный университет имени И.Н. Ульянова» 
в реализации комплексного проекта по договору № 517-21 от 22 апреля 2021 г. при финансовой 
поддержке Минобрнауки России в рамках Соглашения № 075-11-2021-051 от 24 июня 2021 г. 
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является преимущественное использование серийных средств, материалов 
и компонентов отечественной промышленности. 

Трансмиссионный электрогенератор (ТЭГ) предназначен для работы в каче-
стве центра электропитания для группы тяговых электроприводов шасси фрон-
тального погрузчика и заряда возобновляемого накопителя энергии при приобре-
тении вращения от дизельного двигателя внутреннего сгорания (ДВС), а также для 
реализации функции стартера ДВС. В связи с этим центр питания транспортного 
средства должен обеспечивать совместимость заданных характеристик дизельного 
двигателя серии ЯМЗ-53445 с системой впрыска Common Rail, учитывать свойства 
последовательно включенных аккумуляторных свинцово-кислотных накопителей 
энергии серии ЯМАЛ 6СТ и свойства тяговых электродвигателей (ТЭД) [4, 6], что 
в совокупности является исходными данными для исследований.  Сопутствующие 
преобразовательные устройства должны удовлетворять техническому уровню раз-
вития силовой преобразовательной техники [1, 9, 10]. К исходным данным также 
следует отнести ряд важнейших эксплуатационных режимов: 

 степень защиты оболочки – IP65 от строительной запыленной среды 
эксплуатации транспортного средства, а также от паров горючих жидкостей 
подкапотного пространства; 

 охлаждение жидкостное, отдельное от ДВС, входная температура анти-
фриза – 40°С; 

 рабочая температура активных частей магнитной системы – не выше 
180°С для применения NeFeB магнитов; 

 марка листа статора и внутренний диаметр пакета статора 264 мм в це-
лях сохранения общности технологической оснастки в производстве ТЭД и ге-
нератора; 

 выходная ЭДС – 380 В для применения в схеме мостового выпрямителя 
к величине не менее 500 В, необходимой для тягово-динамической характери-
стики ТЭД на его высшей частоте вращения [4]. 

Цель исследования – обоснование выбора магнитной системы силового 
генератора для электрической трансмиссии и возможности режима стартера 
приводного двигателя внутреннего сгорания. Исследование выполнено в рамках 
субсидируемого проекта по созданию в Чувашии серийного производства се-
мейства фронтальных погрузчиков с гибридным электроприводом. 

Согласно публикациям [6], установленная мощность электроприемников 
для полноприводной схемы четырехколесного фронтального погрузчика со-
ставляет порядка 100 кВт. Располагаемая скоростная характеристика ДВС 
типа ЯМЗ-53445-20 (рис. 1) указывает на оптимальные обороты коленвала для 
генерации мощности – 1600 об./мин во всем диапазоне нагрузок с учетом рас-
четных КПД полупроводниковых преобразований в цепях приводов – 0,94. 

Режим стартера для ДВС заданного типа требует следующих характери-
стик ТЭГ в режиме двигателя, полученных приведением к коленвалу открытых 
технических данных электрических стартеров типа СТАРТЕР 5432.3708-01 
и их аналогов: 

 частота вращения коленвала ДВС не менее 100 об./мин; 
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 сообщаемый коленвалу ДВС момент вращения не менее 730 Нм; 
 располагаемое напряжение от массива аккумуляторов 60 В. 
 

 
Рис. 1. Скоростная характеристика двигателя ЯМЗ-53445-20: 

Me – крутящий момент брутто; Ne – номинальная мощность брутто; 
ge – удельный расход топлива; n – частота вращения коленчатого вала 

 
Наличие в составе ДВС типа ЯМЗ-53445-20 системы впрыска Common 

Rail позволяет стабилизировать частоту вращения в пределах 5% относительно 
номинальной во всем диапазоне нагрузок. Высокая стабильность оборотов ко-
ленвала ДВС позволяет реализовать ТЭГ на основе вентильной электрической 
машины с возбуждением от постоянных магнитов ротора. 

Основными преимуществами вентильных электрических машин явля-
ются высокие удельные характеристики, высокий КПД, отсутствие дополни-
тельных обмоток управления. Вентильные электрические машины являются 
полностью обратимыми, что позволяет использовать их в качестве генера-
тора и электродвигателя (стартера) без дополнительных конструктивных из-
менений [2, 5, 8]. 
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Основным недостатком генераторов на основе вентильных электрических 
машин является практически линейная зависимость значения фазного напряжения 
от частоты вращения, что полностью компенсируется системой стабилизации 
скорости вращения ДВС. 

Материалы и методы исследования. Расчеты производились методом 
конечно-элементного анализа в отечественном программном продукте ELCUT 
v. 6.6.0.2587 (профессиональная версия и набор справочников отечественных 
электротехнических и магнитных материалов). 

Искомыми параметрами ТЭГ для стадии технического проектирования 
являются габариты активных частей генератора и показатели эффективности 
магнитной системы, обеспечивающие низкие значение статического момента 
и высших гармоник выходного напряжения для снижения вибрационных 
и тепловых нагрузок на элементы привода. 

Малогабаритные магнитные системы типа 6/4, несмотря на привлекатель-
ные удельные характеристики, имеют ряд существенных недостатков, исклю-
чающих их применение для заданных условий. Большая окружная скорость 
магнитов при оборотах ротора не менее 6000 об/мин вызывает значительное 
увеличение рабочего зазора из-за необходимости бандажирования, что сни-
жает КПД. Высокая частота перемагничивания требует снижения толщины ли-
ста статора и нарушает общность технологической оснастки для сборки стато-
ров ТЭГ и ТЭД. Кроме того, параметр q (число пазов на полюс и фазу) в данной 
магнитной системе менее 1, что отрицательно влияет на форму выходного 
напряжения ТЭГ из-за высокой насыщенности МДС обмоток гармоническими 
составляющими дробных порядков, имеющими значительные амплитуды. 

Проведенный анализ показал, что для оптимальной реализации требова-
ний к ТЭГ предпочтительно использование магнитных систем с q = 2 и укоро-
чением шага обмоток статора. Применение укорочения шага обмотки с целым 
числом пазов на полюс и фазу позволяет подавить высшие гармоники ближай-
ших порядков 5 и 7, 11 и 13, снизить влияние гармонических зубцовых поряд-
ков на формирование МДС и ЭДС, шумы и вибрации ТЭГ, а также значительно 
снизить статический момент, значение которого находится в пределах 35 Нм, 
что менее 6% от номинального момента ДВС. Основным недостатком таких 
магнитных систем является увеличение лобовых частей обмоток статора, сни-
жающих массогабаритные параметры ТЭГ на 9–12%, что не является карди-
нальным для элементов тяжелой строительной техники. 

Рассмотрены магнитные системы профиля 36/6 для частот вращения 
1600 об./мин – при непосредственном соединении вала генератора с коленва-
лом ДВС, 3000 об./мин – при соединении через мультипликатор с редукцией 
1,87 и 4500 об./мин – при соединении через мультипликатор с редукцией 2,81. 
Материалы элементов магнитных систем рассматриваемых вариантов ТЭГ 
идентичны материалам ТЭД. Выбрана распределенная обмотка перекрестного 
типа с укорочением. 

Результаты исследования. Результаты расчетов для режима генератора 
и режима стартера представлены в табл. 1 и 2 соответственно. 
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Таблица 1 
Расчетные данные магнитной системы 36/6 для режима генератора 

Параметр 

Габаритные размеры активных частей статора  
без учета лобных частей обмоток  

(D – диаметр наружный пакета статора;  
L – длина пакета статора) 

D = 380 мм; 
L = 375 мм 

D = 380 мм 
L = 275 мм 

Ширина зубцов статора, мм 9,5 11 9,5 
Зазор полный немагнитный, мм 3 1,5 4,5 
Частота вращения ротора, об./мин 3000 1600 4500 
Частота перемагничивания магнитопро-
вода статора, Гц 150 80 225 
Поток полюса, Вб 2,510–2 2,7410–2 1,6210–2 
Выходная мощность, кВт 110 
Число фаз 3 
Действующее значение фазного напря-
жения на выходе генератора, В 233 
Действующее значение фазного тока на 
выходе генератора, А 180 
Оценка выпрямленного напряжения в 
трехфазном мостовом выпрямителе, В 500 
Оценка выпрямленного тока, А 220 
Температура обмотки статора 
при начальной температуре охлаждаю-
щей жидкости 40°С, °С 120..130 180..190 180..190 
Потери в меди статора, Вт 573 3660 669 
Потери в стали статора, Вт 2700 1300 2700 
КПД, о.е. 0,956 0,949 0,956 

 
Таблица 2 

Расчетные данные магнитной системы 36/6 для режима стартера 

Параметр 

Габаритные размеры активных частей статора  
без учета лобных частей обмоток  

(D – диаметр наружный пакета статора;  
L – длина пакета статора) 

D = 380 мм 
L = 375 мм 

D = 380 мм 
L – 275 

Ширина зубцов статора, мм 9,5 11 9,5 
Достигаемая частота вращения махо-
вика ДВС, об./мин 120 
Передаточное число мультипликатора 1,87 – 2,81 
Частота вращения ротора, обеспечи-
вающая старт ДВС через мультипли-
катор, об./мин 225 120 336 
Момент на валу ротора, обеспечива-
ющий старт ДВС через мультиплика-
тор, Нм 390 730 261 
Потребное напряжение питания по-
стоянного тока, обеспечивающее ча-
стоту вращения для старта ДВС через 
мультипликатор, В 62 87 65 
Потребляемый ток, А 168 127 168 
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На рис. 2 и 3 представлены рассчитанные эпюры магнитных и тепловых 
полей ТЭГ соответственно. 

 

 
Рис. 2. Эпюра распределения магнитных полей стартер-генератора 

 
Рис. 3. Эпюра распределения температур активных частей генератора 
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Из расчетных данных потерь в меди и стали статора, приведенных в табл. 1, 
следует, что при работе ТЭГ без мультипликатора (1600 об./мин.) основные по-
тери выделяются в обмотках статора. С учетом требований по степени защиты 
ТЭГ – IP65 отвод тепла, как показано на рис. 3, возможен только с массива ста-
тора внедрением трубок с хладагентом. Отвод тепла с меди обмоток затруднен 
из-за их большого теплового сопротивления с листовым массивом статора [3, 7]. 

При работе ТЭГ с мультипликатором происходит перераспределение по-
терь. В таком режиме работы потери в меди составляют 15–18% от потерь при 
работе без мультипликатора. Увеличенные потери в стали статора эффектив-
нее отводятся хладагентом. 

Согласно рекомендациям руководства по эксплуатации ДВС ЯМЗ следует 
обращать внимание на то, что установившаяся температура масла и контакт-
ных с ним корпусных деталей, включая коленвал, достигает 120С, что для ге-
нератора, сопряженного собственным валом непосредственно с ДВС, является 
дополнительным фактором взаимного перегрева. 

Соединение валов ТЭГ и ДВС через мультипликатор создает тепловой  
барьер и значительно снижает взаимное тепловое воздействие. 

КПД мультипликации для малых значений передаточного числа варьиру-
ется в диапазоне 0,92–0,95. 

Данные расчетов стартер-генераторов трех исполнений указывают на то, 
что магнитная система для оборотов ротора – 3000 об/мин имеет наиболь-
шую сходимость к заданным техническим требованиям по эффективности, 
материалам и технологичности. Рис. 2 иллюстрирует близкие к тяговым элек-
тродвигателям [6] требования к электротехнической стали, в которой магнит-
ная индукция находится в пределах 1,8 Тл; рис. 3 – наивысшую температуру 
обмоток порядка 120С, что для выбранных исполнений составляет наимень-
шую величину. 

Выводы. 1. Для заданных условий предварительный конструктивный и тех-
нологический анализ показал оптимальное решение по выбору генератора фрон-
тального погрузчика с номинальной частотой вращения ротора – 3000 об./мин при 
использовании мультипликатора с коэффициентом передачи 1,87, в том числе как 
естественного теплового барьера между ДВС и генератором. 

2. Питание ТЭГ в режиме стартера обеспечивается установленным масси-
вом тяговых аккумуляторов фронтального погрузчика с располагаемым напря-
жением 60 В без дополнительных повышающих преобразователей. Двигатель-
ный режим может быть реализован по алгоритму управления вентильным дви-
гателем с датчиками положения ротора, при этом коммутация обмоток осу-
ществляется тремя силовыми модулями полумостов на основе IGBT-ключей, 
встроенные демпфирующие диоды которых образуют трехфазный двухполупе-
риодный выпрямитель, который после старта ДВС переводит ТЭГ с блоком 
управления в источник выпрямленной ЭДС. 

3. Совместная работа ТЭГ и массива тяговых аккумуляторов должна обес-
печиваться оригинальным блоком управления в транспортном средстве [4]. 

4. Конструктивное исполнение деталей, узлов и сборок активных частей 
рассчитанного генератора фронтального погрузчика позволяет реализацию 
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ТЭГ на основе отечественных материалов и комплектующих с использованием 
универсального оборудования и нестандартной оснастки без привлечения уни-
кальных технологий. 
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For heavy construction equipment with a hybrid electric transmission, the power center of 
a group of traction electric drives can be formed by an electric generator and a renewable 
energy storage device (battery array) with the possibility of their joint operation to provide 
a surge of current in a group of traction electric drives. The battery array can be used to 
power a generator in a starter mode when starting a diesel internal combustion engine. 
The purpose of the study is to substantiate the choice of the magnetic system of the power 
generator for the electric transmission and the possibility of a starter mode for an internal 
combustion engine drive. The study was carried out within the framework of a subsidized 
project to create mass production of a family of front loaders with a hybrid electric drive 
in Chuvashia.  
Materials and research methods. The studies were carried out by the method of finite ele-
ment analysis using the Russian software ELCUT (professional version and a set of refer-
ence books for domestic electrical and magnetic materials).  
Results. The stage of analytical calculation of the active parts of a transmission electric 
generator for the preliminary design stage is presented. It was carried out for the following 
conditions: the use of Russian electrical and magnetic materials, the use of common indus-
trial bearings and antifreeze, compatibility with existing technological equipment in the 
production of traction electric motors, engine mode for performing the starter function. The 
substantiation of the choice of the magnetic system based on the ratios of magnetic fluxes 
of different sizes of stator teeth is given. The article is illustrated with diagrams of magnetic 
and thermal fields for given operational characteristics and properties of a transmission 
electric generator.  
Conclusions. For a given type of drive diesel engines installed on the front loaders, the 
highest efficiency indicators of the proposed generator magnetic system occur when using 
a multiplier. The power supply of the generator in the starter mode is provided by the in-
stalled array of traction batteries of the front loader without additional step-up converters.  
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В.Т. СИДОРОВА, С.В. ВОЛКОВ 

ИССЛЕДОВАНИЕ СИММЕТРИРОВАНИЯ  
ФАЗНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ И НАГРУЗОК  

В АКТИВНО-АДАПТИВНЫХ РАСПРЕДЕЛИТЕЛЬНЫХ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЯХ 

Ключевые слова: несимметрия токов и напряжений, симметрирование нагрузок, це-
левая функция, коэффициенты чувствительности, потери активной мощности, ко-
эффициент несимметрии напряжений по обратной последовательности, коэффи-
циент несимметрии напряжений по нулевой последовательности. 

Сети 0,4 кВ отличаются сильной несимметрией нагрузок по фазам. Несимметрия 
токов приводит к несимметрии напряжений и дополнительным потерям электри-
ческой энергии. В результате напряжение у потребителя может не соответство-
вать нормам качества электрической энергии. Кроме того, вследствие несиммет-
рии снижается срок службы электрооборудования. Поскольку эффект симметри-
рования напряжений значительно зависит от места симметрирования нагрузок 
на линии, предлагается определение мест симметрирования нагрузок с помощью ре-
шения многокритериальной оптимизационной задачи. В работе предложена целевая 
функция, минимизирующая потери активной мощности и содержащая суммарный 
индекс потерь активной мощности и индексы коэффициентов несимметрии напря-
жения по обратной и нулевой последовательностям. 
Цель исследования – получить эффективную целевую функцию для определения 
мест симметрирования нагрузок и напряжений в сети, обеспечивающую минимум 
потерь активной мощности и значения коэффициентов несимметрии напряжений 
в необходимых пределах; провести исследование симметрирования нагрузок и напря-
жений в зависимости от мест симметрирования. 
Материалы и методы. В работе были использованы методы расчета электриче-
ских сетей с учетом потерь напряжения и активной мощности. Для исследования 
мест симметрирования нагрузок и напряжений был использован метод многокри-
териальной оптимизации с ограничениями. Исследование целевой функции прове-
дено на математической модели воздушной линии низкого напряжения. Все расчеты 
проводились в MATLAB. 
Результаты исследования. Дан анализ и приведен обзор современных средств и ме-
тодов симметрирования нагрузок и напряжений в сетях низкого напряжения. В ре-
зультате анализа сделан вывод об отсутствии алгоритма определения мест сим-
метрирования нагрузок в сетях низкого напряжения, обеспечивающих минимальные 
потери активной мощности и значения коэффициентов несимметрии напряжения 
в необходимых пределах. Задача поиска мест симметрирования нагрузок и напряже-
ния является многокритериальной задачей оптимизации с ограничениями. Поэтому 
была предложена целевая функция, минимизирующая потери активной мощности 
в сети и содержащая суммарный индекс потерь активной мощности и индексы ко-
эффициентов несимметрии напряжения по обратной и нулевой последовательно-
стям. Для исследования предложенной целевой функции была использована модель-
ная воздушная линия сети 0,4 кВ с заданными фазными нагрузками и напряжениями. 
Для модельной линии проведен расчет потерь активной мощности и значений коэф-
фициентов несимметрии напряжения в исходном режиме до симметрирования. Все 
расчеты проводились для каждой фазы отдельно. На первом этапе был проведен 
расчет коэффициентов чувствительности потерь активной мощности и коэффи-
циентов чувствительности по коэффициентам несимметрии напряжения. Для ис-
следования симметрирования нагрузок были выбран узлы, имеющие максимальные 
значения коэффициентов чувствительности. Из результатов расчетов следует, 
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что наилучший эффект от симметрирования наблюдается при симметрировании 
нагрузок одновременно в двух узлах: в узле, имеющем наибольшие значения суммарного 
коэффициента чувствительности потерь активной мощности, и в узле, имеющем мак-
симальное значение фазного коэффициента чувствительности потерь активной мощ-
ности. При симметрировании нагрузок только в одном из узлов, более оптимальном 
из выбранных, будет узел, наиболее удаленный от ТП. Также получены весовые коэф-
фициенты, обеспечивающие минимум целевой функции. 
Выводы. Предложенная целевая функция является эффективной для определения 
мест симметрирования нагрузок и напряжения в сетях низкого напряжения. 
При этом наилучший эффект наблюдается при симметрировании нагрузок в узлах, 
имеющих наибольшие значения коэффициентов чувствительности потерь актив-
ной мощности суммарного и по фазам. Более оптимальным из выбранных будет 
узел, наиболее удаленный от ТП. При симметрировании нагрузок в местах, опреде-
лённых с помощью предложенной целевой функции, можно уменьшить потери элек-
троэнергии и обеспечить значения коэффициентов несимметрии в узлах на линии 
меньше предельно допустимого значения. 

 
Как известно, сети 0,4 кВ отличаются сильной несимметрией нагрузок по 

фазам. Она связана с подключением однофазных потребителей и с постоянным 
изменением их числа и потребляемой электроэнергии. Несимметрия токов 
приводит к несимметрии напряжений и дополнительным потерям электриче-
ской энергии. В результате напряжение у потребителя может не соответство-
вать нормам качества электрической энергии1. Кроме того, вследствие несим-
метрии снижается срок службы электрооборудования. Таким образом, про-
блема несимметрии фазных напряжений и токов является актуальной. 

Медленные изменения напряжения электропитания обычно вызываются 
резкими изменениями нагрузки в электроустановках потребителей. Они харак-
теризуются показателями качества электроэнергии – отрицательным и поло-
жительным отклонением напряжения в точке передачи электрической энер-
гии. Согласно ГОСТ 32144-2013, данные показатели не должны превышать 
10% от номинального или согласованного значения напряжения в течение 
100% времени интервала в одну неделю. 

Показателями качества электроэнергии, характеризующими несимметрию 
напряжений, являются коэффициент несимметрии напряжений по обратной по-
следовательности К2U и коэффициент несимметрии напряжений по нулевой по-
следовательности К0U. Согласно ГОСТ 32144-2013, данные показатели не должны 
превышать 4% в течение 100% времени интервала в одну неделю. 

По результатам периодического мониторинга основными проблемными 
показателями в сетях 0,4 кВ являются положительное и отрицательное  
отклонения напряжения и коэффициент несимметрии напряжений по нулевой 
последовательности. 

Кроме негативного влияния на электроустановки и показатели качества 
электроэнергии несимметричные фазные нагрузки приводят к дополнительным 

                                                      
1 ГОСТ 32144-2013. Электрическая энергия. Совместимость технических средств электромаг-
нитная. Нормы качества электрической энергии в системах электроснабжения общего назначе-
ния. М.: Стандартинформ, 2014. 
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потерям электроэнергии. Согласно расчетам, при K2U = 2% для асинхронных 
двигателей относительное увеличение потерь ΔP2/Pном = 2 – 4%, для синхрон-
ных примерно – 4%, для трансформаторов – 1 – 4%, где ΔP2 – потери от несим-
метрии напряжений по обратной последовательности; Pном – номинальная 
мощность. Кроме дополнительных потерь вследствие несимметрии напряже-
ния в синхронных машинах могут возникнуть опасные вибрации, которые мо-
гут привести к разрушению сварных соединений. Срок службы изоляции 
при несимметрии напряжения может сократиться до 16% [3]. 

На этапе проектирования сети не удаётся обеспечить симметричную по 
фазам нагрузку по причине изменения потребляемой мощности с течением 
времени. Повышение сечения проводов и мощности питающих трансформато-
ров является достаточно дорогостоящим мероприятием. К тому же использо-
вание вышеперечисленных мероприятий не дает полного выравнивания напря-
жения по фазам. 

Существуют технические средства для уменьшения несимметрии фазных 
напряжения и нагрузок – различные симметрирующие устройства [12, 9], трех-
фазный симметрирующий трансформатор [10] и устройства компенсации ре-
активной мощности [4]. Каждое из устройств имеет свои достоинства и недо-
статки. Большинство из этих устройств являются дорогостоящими и также 
полностью не решают поставленную задачу. Эффективность использования 
таких устройств зависит от многих факторов: правильный выбор устройства 
симметрирования, определение точки подключения, расчет экономической 
эффективности. 

Согласно «Основным положениям концепции интеллектуальной энерго-
системы с активно-адаптивной сетью» под интеллектуальной электроэнерге-
тической системой (ИЭС) с активно-адаптивной сетью понимается система, 
в которой все участники рынка принимают активной участие в процессах пе-
редачи и распределения электроэнергии [7]. Электрическая сеть должна быть 
оборудована быстродействующими автоматическими устройствами и иметь 
единую сеть связи для управления и оценки состояния режимов работы ИЭС. 
Управление режимами в таких сетях должно осуществляться таким образом, 
чтобы обеспечить соответствующую надежность электроснабжения, показа-
тели качества электроэнергии, соответствующие необходимым нормам, и ми-
нимум потерь электроэнергии. По предварительным расчетам ФСК энергоси-
стема с ИЭС позволит уменьшить потери электрической энергии на 25%, 

Сейчас в России есть несколько примеров успешного внедрения активно-
адаптивных систем, например [5]. Активному внедрению так называемых «ум-
ных сетей» препятствуют не только технические и экономические ограниче-
ния, но и отсутствие полного понимания всех аспектов системы. 

Для симметрирования напряжения в таких сетях возможно использование 
симметрирующих устройств с автоматическим управлением. При этом для эф-
фективного их использования необходимо определить места их установки и не-
обходимую мощность. В случае симметрирования режимов путем переключе-
ния оперативным персоналом нагрузок с наиболее загруженных фаз на менее 
загруженные также необходимо определить оптимальные точки на линии. 
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Таким образом, необходимо решить многокритериальную оптимизацион-
ную задачу. Обычно это задача оптимизация режима по условию минимума 
потерь. При этом считается, что все остальные параметры задаются в виде 
ограничений к переменным целевой функции. Чтобы избежать ухудшение 
других параметров, их также включают в целевую функцию. Например, в рабо-
тах [1, 11] рассмотрены целевые функции, включающие критерии: минимизация 
потерь электроэнергии, минимизация отклонения напряжения, минимизация из-
держек, минимизация потерь активной мощности и максимизация выгоды. Рас-
чет с целью симметрирования нагрузок и напряжений в данных работах не рас-
сматривался. В работе [8] для симметрирования напряжений рассматривается 
вопрос определения мест установки и типа устройств компенсации реактивной 
мощности в системах электроснабжения с тяговыми подстанциями. Симметри-
рование нагрузок и напряжений с помощью симметрирующих устройств и сим-
метрирующих трансформаторов в данной работе не рассматривается. При ком-
пенсации реактивной мощности может быть только частичное симметрирова-
ние нагрузок и напряжений. В настоящее время есть работы по разработке 
устройств симметрирования нагрузок, например [6]. Авторы работы предлагают 
автоматическое переключение части нагрузки на менее загруженную фазу. При 
этом предполагается симметрирование группы электроприемников. В работе [2] 
предлагается использовать для симметрирования компенсатор мощности 
несимметрии на основе тиристорно-реакторной группы. Вопрос о месте под-
ключения устройства автором работы не рассматривается. 

В данной работе приводится алгоритм определения места подключения 
симметрирующего устройства в линии с распределённой нагрузкой. Приве-
дены результаты расчета для модельной линии. 

В случае симметрирования нагрузок и напряжения модель оптимизацион-
ной задачи с ограничениями можно представить в виде  

𝐹 ൌ λଵИ∆௉ ൅ λଶИ௄మೆ ൅ λଷИ௄బೆ → min, (1)

при 𝑈୫୧୬ ൑  𝑈௜ ൑  𝑈୫ୟ୶, 
где F – целевая функция (минимум потерь активной мощности в сети); λ – ве-
совые коэффициенты, которые принимают значение от 0 до 1, при этом сумма 
всех коэффициентов должна быть равна 1; 𝑈୫୧୬ и 𝑈୫ୟ୶ – минимально и макси-
мально допустимые значения напряжений; 𝑈௜ – напряжение в узле; И∆௉ – ин-
декс потерь активной мощности; И௄మೆ  и И௄బೆ – индексы коэффициентов несим-
метрии по обратной и нулевой последовательностям соответственно. 

Индекс потерь активной мощности (И∆௉) определяется как отношение по-
терь активной мощности в сети с симметрированием нагрузок к потерям в той 
же сети без симметрирования: 

И∆௉ ൌ
Δ𝑃ஊ,஼

ΔPஊ,଴
. 

Значение потерь активной мощности в сети определяется как сумма по-
терь активной мощности во всех ветвях схемы: 

ΔPஊ,଴ ൌ෍∆𝑃௜௝

ே

௝ୀଵ
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где 

∆𝑃௜௝ ൌ 𝑅௜௝
𝑃௝
ଶ ൅ 𝑄௝

ଶ

𝑈௝
ଶ . 

Индекс коэффициентов несимметрии по обратной последовательности 
(И௄మೆ) определяются как отношение индексов коэффициентов несимметрии 
в исходном состоянии и после симметрирования: 

И௄మೆ ൌ
𝐾ଶ,ஊ
஼

𝐾ଶ,ஊ
଴ , 

где 𝐾ଶ,ஊ
଴  – индекс коэффициента несимметрии по обратной последовательно-

сти, в исходном состоянии определяется по формуле 

𝐾ଶ,ஊ
଴ ൌ෍𝐾ଶ௜

଴

ே

௜ୀଶ

 

(𝐾ଶ௜
଴  – коэффициент несимметрии напряжения в сети в исходном состоянии; 

N – количество узлов); 𝐾ଶ,ஊ
஼  – индекс коэффициента несимметрии по обратной 

последовательности после симметрирования, определяется аналогично 

𝐾ଶ,ஊ
஼ ൌ෍𝐾ଶ௜

С

ே

௜ୀଶ

 

(𝐾ଶ௜
஼  – коэффициент несимметрии напряжения после симметрирования). 
Индекс отклонений коэффициента несимметрии по нулевой последова-

тельности (И௄బೆሻ рассчитывается аналогично. 
Расчет оптимальных мест симметрирования нагрузок и напряжений на ли-

нии проводился в два этапа. На первом этапе определены коэффициенты чув-
ствительности по активной мощности и по коэффициентам несимметрии 
напряжений обратной и нулевой последовательностям. На втором этапе для 
симметрирования нагрузок выбираются узлы с максимальными коэффициен-
тами чувствительности. Все расчеты проводились в MATLAB. 

Коэффициент чувствительности потерь активной мощности равен первой 
производная от потерь активной мощности в линии по активной мощности в 
каждом узле j: 

𝐾∆௉ ൌ
𝑑∆𝑃
𝑑𝑃௝

ൌ
2𝑃௝𝑅௜௝
𝑈௝
ଶ , 

где ∆𝑃 ൌ 𝑅௜௝
௉ೕ
మାொೕ

మ

௎ೕ
మ . 

Расчет проводился для каждой фазы (𝐾∆௉஺, 𝐾∆௉஺, 𝐾∆௉஺). Коэффициент чув-
ствительности по коэффициенту несимметрии 𝐾௄ଶ (и 𝐾௄଴) определяется как  
отношение значения коэффициента несимметрии 𝐾ଶ௎ (𝐾଴௎) в узлах к предель-
ному нижнему значению (4%). 

Из всех узлов выбираются те, для которых коэффициенты чувствительно-
сти потерь активной мощности и коэффициенты несимметрии наибольшие. 
Расчет проведен для модельной сети, схема которой изображена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема исследуемой сети 
 

Результаты расчета коэффициентов чувствительности приведены в 
табл. 1. 

 
Таблица 1 

Результаты расчета коэффициентов чувствительности 

N узла 𝑲∆𝑷𝑨 𝑲∆𝑷𝑩 𝑲∆𝑷𝑪 𝑲∆𝑷 𝑲𝑲𝟐 𝑲𝑲𝟎 
1 0,0073 0,0073 0,0073 0,0219 0 0 

2 0,0092 0,0092 0,0092 0,0276 0 0 
3 0,0139 0,0139 0,0139 0,0417 0 0 
4 0,0181 0,0181 0,0181 0,0543 0,0075 0,0149 
5 0,0485 0,0484 0,0162 0,1131 0,0076 0,0151 
6 0,0114 0,0114 0,0110 0,0338 0,1309 0,2607 
7 0,0790 0,0788 0,0382 0,1960 0,1318 0,2626 
8 0,0220 0,0220 0,0203 0,0643 0,2857 0,5681 
9 0,0513 0,0512 0,0473 0,1498 0,2896 0,5757 
10 0,1121 0,0182 0,0167 0,1470 0,2991 0,5946 
11 0,0643 0,0194 0,0178 0,1015 0,6215 1,2402 
12 0,0658 0,0227 0,0208 0,1093 0,7648 1,5289 
13 0,0638 0,0228 0,0208 0,1074 0,8957 1,7937 
14 0,0387 0,0093 0,0093 0,0573 0 0 
15 0,0303 0,0177 0,0177 0,0657 0,1179 0,2355 
16 0,0126 0,0361 0,0361 0,0848 0,1667 0,3331 
17 0,0255 0,0125 0,0250 0,0630 0,0732 0,1461 
18 0,0606 0,0202 0,0242 0,1050 0,0076 0,0151 
19 0,0303 0,0102 0,0102 0,0507 0,1663 0,3320 
20 0,0144 0,0135 0,0136 0,0415 0,2423 0,4843 
21 0,0197 0,0184 0,0185 0,0566 0,2454 0,4906 
22 0,0549 0,0513 0,0516 0,1578 0,2491 0,4980 

Примечание. Полужирным шрифтом выделены коэффициенты чувствительности 𝐾∆௉А, 
𝐾∆௉஻, 𝐾∆௉஼ , 𝐾௄ଶ и 𝐾௄଴, имеющие наибольшие значения. 

 
Из полученных результатов следует, что коэффициент чувствительности по-

терь активной мощности для фазы А имеет наибольшее значение в узле 10, для 
фазы В – в узле 7, для фазы С – в узле 9. В свою очередь, оба коэффициента чув-
ствительности по коэффициентам несимметрии имеют наибольшие значения 
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в узле 13. С целью определения оптимального узла для симметрирования был  
введен суммарный по фазам коэффициент чувствительности потерь активной 
мощности 𝐾∆௉. Согласно полученным результатам в узле 10 будет наибольшее 
значение коэффициента чувствительности по потерям активной мощности 
по сравнению с аналогом в других фазах. Наибольшее значение суммарного 
коэффициента чувствительности потерь активной мощности будет также в 
узле 7. Для дальнейшего исследования были выбраны узлы 7, 10 и 13. Будем 
считать, что симметрирование нагрузок осуществляется переключением части 
токовой нагрузки с более нагруженной фазы на менее нагруженные. Резуль-
таты расчета коэффициентов несимметрии для исходного режима и для режи-
мов при симметрировании отдельно в узлах 7 и 10, а также при симметрирова-
нии в узлах 7 и 10 одновременно представлены на графиках рис. 2 и 3. Ввиду 
того, что узел 13 является последним в линии (рис. 1), эффекта от симметри-
рования в данном узле практически не наблюдается. Поэтому результаты рас-
чета для узла 13 не приводятся. 

 

 
Рис. 2. Коэффициенты несимметрии напряжений  

по нулевой последовательности 

 
Рис. 3. Коэффициенты несимметрии напряжений  

по обратной последовательности 
 
Из сравнения графиков, приведенных на рис. 2 и 3, следует, что значения ко-

эффициентов несимметрии напряжений по обратной и нулевой последовательно-
стям меньше при симметрировании нагрузок в узле 10, чем при симметрировании 
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в узле 7. Наименьшее значение будут иметь коэффициенты несимметрии при од-
новременном симметрировании нагрузок в узлах 7 и 10. При этом коэффициенты 
несимметрии будут меньше предельно допустимого значения (менее 4%), значе-
ния напряжения в узлах также будут удовлетворять необходимым требованиям. 

Потери активной мощности при симметрировании только в узле 7 умень-
шатся на 1,5% от исходного режима, при симметрировании в узле 10 – на 5,5%, 
одновременно в узлах 7 и 10 потери уменьшаться на 7,1%. Наибольшее умень-
шение потерь при симметрировании в узле 10 по сравнению с аналогом в узле 7 
наблюдается вследствие большего расстояния от ТП до точки симметрирования. 

Таким образом, наилучший эффект от симметрирования наблюдается 
при симметрировании нагрузок в обоих узлах, имеющих наибольшие значения 
коэффициентов чувствительности потерь активной мощности суммарного 
и по фазам. При симметрировании нагрузок только в одном из выбранных уз-
лов наиболее оптимальным будет узел, наиболее удаленный от ТП. 

Эффективность многокритериальной целевой функции (1) во многом за-
висит от выбора весовых коэффициентов. По результатам сравнительного ана-
лиза различных комбинаций весовых коэффициентов были получены следую-
щие их значения (табл. 2): λଵ ൌ 0,1 и λଶ ൌ 0,1, λଷ ൌ 0,8. Для случая симметри-
рования одновременно в узлах 7 и 10 индексы будут иметь значения: И∆௉ ൌ 0,93, 
И௄మೆ ൌ 0,60, И௄బೆ ൌ 0,59. 

В электрических сетях без активно-адаптивных устройств с помощью дан-
ного алгоритма также могут быть определены места симметрирования нагру-
зок и напряжений. 

 
Таблица 2 

Значения весовых коэффициентов  
и соответствующие им значения целевой функции 

Значения коэффициентов 
 𝝀𝟏, 𝝀𝟐, 𝝀𝟑 

Значение  
целевой функции F 

1; 1; 1 2,1187 
0,1; 0,1; 0,8 0,6284 
0,6; 0,2; 0,2 0,7951 
0,4; 0,1; 0,5 0,7284 
0,4; 0,5; 0,1 0,7285 
0,5; 0,4; 0,1 0,7618 
0,6; 0,3; 0,1 0,7951 
0,7; 0,2; 0,1 0,8284 
0,8; 0,1; 0,1 0,8617 
0,2; 0,1; 0,7 0,6617 
0,3; 0,6; 0,1 0,6952 
0,5; 0,2; 0,3 0,7617 
0,5; 0,3; 0,2 0,7618 
0,3; 0,1; 0,6 0,6950 
0,5; 0,1; 0,4 0,7617 

 
Выводы. В работе приведены результаты исследования симметрирования 

фазных нагрузок и напряжений в активно-адаптивной сети низкого напряжения. 
Предложена целевая функция, содержащая суммарный индекс потерь активной 
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мощности и индексы коэффициентов несимметрии напряжения по обратной и ну-
левой последовательностям. Получены весовые коэффициенты, обеспечивающие 
минимум целевой функции. Из результатов исследований следует, что наилуч-
ший эффект наблюдается при симметрировании нагрузок в узлах, имеющих 
наибольшие значения коэффициентов чувствительности потерь активной мощно-
сти суммарного и по фазам. При этом более оптимальным из выбранных будет 
узел, наиболее удаленный от ТП. При симметрировании нагрузок в местах, опре-
делённых с помощью предложенного алгоритма, можно уменьшить потери элек-
троэнергии и обеспечить значения коэффициентов несимметрии в узлах на линии 
меньше предельно допустимого значения. 
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STUDY OF PHASE VOLTAGE AND LOAD SYMMETRATION  
IN ACTIVE-ADAPTIVE DISTRIBUTION ELECTRIC NETWORKS  

Key words: unbalance of currents and voltages, load balancing, objective function, sensi-
tivity coefficients, active power losses, negative sequence voltage unbalance factor, zero 
sequence voltage unbalance factor. 

Networks of 0.4 kV are characterized by a large unbalance of loads in phases. Current 
unbalance leads to voltage unbalance and additional losses of electrical energy. As a result, 
the voltage at the consumer may not meet the quality standards of electrical energy. In 
addition, due to unbalance, the service life of electrical equipment is reduced. Since the 
effect of stress balancing significantly depends on the place of balancing loads on the line, 
the paper proposes to determine the places of balancing loads by solving a multicriteria 
optimization problem. The paper proposes an objective function that minimizes active 
power losses and contains the total index of active power losses and indices of voltage 
unbalance coefficients in the negative and zero sequence.  
The purpose of the study is to obtain an effective objective function for determining the 
places of balancing loads and voltages in the network, which ensures a minimum of active 
power losses and the values of the voltage unbalance factors within the required limits; 
conduct a study of balancing loads and voltages depending on the places of balancing.  
Materials and methods. In the work, methods for calculating electrical networks were used, 
taking into account voltage losses and active power. To study the places of balancing loads 
and voltages, the method of multicriteria optimization with restrictions was used. The study 
of the objective function was carried out on a mathematical model of a low voltage over-
head line. All calculations were carried out in MATLAB.  
Research results. A review and analysis of modern tools and methods for balancing loads and 
voltages in low voltage networks has been carried out. As a result of the analysis, it was con-
cluded that there is no algorithm for determining the places of load balancing in low-voltage 
networks that provide minimal active power losses and the values of the voltage unbalance fac-
tors within the required limits. The task of finding places for balancing loads and voltages is a 
multiobjective optimization problem with constraints. Therefore, an objective function was pro-
posed that minimizes active power losses in the network and contains the total index of active 
power losses and indices of voltage unbalance coefficients for the reverse and zero sequence. To 
study the proposed objective function, a model overhead line of a 0.4 kV network with specified 
phase loads and voltages was used. For the model line, the calculation of active power losses 
and the values of the voltage unbalance coefficients in the initial mode before balancing was 
carried out. All calculations were carried out for each phase separately. At the first stage, the 
calculation of the sensitivity coefficients of active power losses and the sensitivity coefficients for 
the voltage unbalance coefficients was carried out. To study the balancing of loads, nodes were 
selected that have the maximum values of the sensitivity coefficients. It follows from the calcula-
tion results that the best effect from balancing is observed when balancing loads simultaneously 
in two nodes: in the node with the highest value of the total sensitivity factor of active power 
losses, and in the node with the maximum value of the phase sensitivity factor of active power 
losses. When balancing loads in only one of the nodes, the most optimal of the selected ones will 
be the node most remote from the TS. We also obtained weight coefficients that provide a mini-
mum of the objective function. 
Conclusions. The proposed objective function is effective for determining the places of load 
and voltage balancing in low voltage networks. In this case, the best effect is observed when 
balancing loads in nodes that have the highest values of the sensitivity coefficients of total 
active power losses and by phases. The node most remote from the TP will be more optimal. 
When balancing loads in places determined using the proposed objective function, it is pos-
sible to reduce power losses and ensure the values of the unbalance coefficients in the nodes 
on the line less than the maximum allowable value. 
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А.Л. СЛАВУТСКИЙ 

МОДЕЛИРОВАНИЕ АВАРИЙНЫХ РЕЖИМОВ  
В УЗЛЕ КОМПЛЕКСНОЙ НАГРУЗКИ:  

ВЫСОКОЧАСТОТНЫЕ СОСТАВЛЯЮЩИЕ ТОКА И НАПРЯЖЕНИЯ 

Ключевые слова: электротехнические комплексы, аварийные режимы, классифика-
ция неисправностей, высокочастотные составляющие тока и напряжения. 

Цель исследования – на примере моделирования аварийных режимов в ЛЭП и узле ком-
плексной нагрузки показать особенности возникновения высокочастотных составляю-
щих в сигналах тока и напряжения в различных элементах электротехнического ком-
плекса и проанализировать их взаимное влияние. 
Материалы и методы. Сигналы токов и напряжений при переходных процессах 
в ЛЭП и узле нагрузки с трёхобмоточным трансформатором моделировались при ис-
пользовании авторского программного обеспечения. Расчеты основаны на методе син-
тетических схем (алгоритме Доммеля). Основное внимание уделено возникновению 
высокочастотных составляющих тока и напряжения при коротких замыканиях 
и коммутациях. 
Результаты. Моделирование трехфазного короткого замыкания в ЛЭП 110кВ при ее 
разбиении на П-секции демонстрирует, насколько значительно различается уровень вы-
сокочастотных составляющих на каждой из трех фаз. Это проявляется в первую оче-
редь в сигналах напряжения. В комплексном узле нагрузки с трансформатором 
110/35/10 кВ короткие замыкания и коммутации на стороне 35 кВ существенно вли-
яют на токи и напряжения на стороне 10 кВ. Показано, что более высокий уровень 
высокочастотных составляющих сигналов тока соответствует режимам рекупе-
рации энергии при нарушении баланса и выбеге мощного асинхронного двигателя 
на стороне 10кВ. Обсуждается возможность использования полученных результа-
тов для классификации неисправностей в электротехнических системах. 
Выводы. Уровень и спектральный состав высокочастотных составляющих сигналов 
токов и напряжений при переходных режимах зависит от начальной фазы и пред-
ставляет интерес для анализа и классификации неисправностей. Характер этих ко-
лебаний определяется собственными частотами возникающих электрических кон-
туров при коммутациях и коротких замыканиях. 

 
При коммутациях и аварийных режимах в электротехнических комплек-

сах проявляется взаимное влияние элементов системы, связанных электриче-
ских цепей [1, 21]. При этом переходные процессы и их параметры зависят как 
от структуры цепей, так и от момента начала переходных процессов (фазы тока 
и напряжения) [3, 4, 18, 19]. Одним из таких проявлений является возникнове-
ние высокочастотных составляющих. Соответствующие записи содержат зна-
чительные объемы информации, которая может быть использована для оценки 
характеристик технических систем [2, 17], классификации неисправностей 
[10, 16], определения места повреждения [5, 11]. 

Цель работы – показать особенности возникновения высокочастотных со-
ставляющих в сигналах тока и напряжения при взаимном влиянии различных эле-
ментов электротехнического комплекса в переходных режимах. 
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На примере моделирования переходных процессов в линии электропере-
дач (ЛЭП) и в узле комплексной нагрузки в настоящей работе исследовались 
некоторые особенности структуры высокочастотных составляющих тока [9]. 

Материалы и методы. Моделирование реализовано при использовании 
авторского программного обеспечения, основанного на методе синтетических 
схем (алгоритме Доммеля) [1, 12]. 

На рис. 1 показаны примеры схем, в которых моделировались аварийные 
и переходные режимы. ЛЭП (рис. 1, а) 110 кВ длиной 114,2 км имеет двухсто-
роннее питание от подстанций ПС1, ПС2. На расстоянии 79,6 км от ПС1 рас-
положена ответвительная подстанция в виде эквивалентной нагрузки НГ 
на схеме. ЛЭП эквивалентировалась П-секциями на участках по 10 км. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Схема ЛЭП (а) и исследуемого узла комплексной нагрузки (б) 
 

 
На рис. 1, б приведена схема комплексного узла нагрузки с трансформа-

тором 110/35/10 кВ, на примере которого анализировались переходные про-
цессы. На стороне 35 кВ включены ЛЭП, в одной из которых происходят КЗ. 
На стороне 10 кВ включаются мощный асинхронный двигатель, статическая 
нагрузка и батарея конденсаторов для компенсации реактивной мощности. Па-
раметры узла нагрузки подробно описаны в [1]. 

Результаты исследования. На рис. 2 приведен пример высокочастотных 
затухающих колебаний напряжения и тока, соответствующих трехфазному ко-
роткому замыканию (КЗ) в линии электропередач (ЛЭП) 110 кВ [20]. Уровень 
высокочастотных колебаний зависит от начальной фазы сигнала в момент КЗ 
в точке K, и общей особенностью является тот факт, что колебания напряжения 

2K1K
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могут быть сопоставимы с амплитудой основной гармоники промышленной 
частоты, а колебания тока сглаживаются за счет индуктивного сопротивления 
электрических цепей. 

 

 
 а  б 

Рис. 2. Линейное напряжение (а) и токи (б) в фазах  
на шинах питающей системы ПС1  

при трехфазном коротком замыкании в точке K 
 

Высокочастотные колебания в данном случае вызваны возбуждением 
RLC-контуров, возникающих при соединении П-схем участков ЛЭП [1]. Ха-
рактерными особенностями является два факта: 

1. Напряжение на фазах b и c испытывает значительные высокочастотные 
колебания, а колебания в сигналах тока оказываются сглаженными и не про-
являются в такой степени, как в сигналах напряжения. 

2. Замыкание в данном случае трёхфазное, полученные сигналы очень 
наглядно показывают, насколько высокочастотные составляющие определя-
ются начальной фазой. Поскольку для фазы а напряжение в момент КЗ близко 
к нулю, высокочастотные биения не проявляются ни в сигналах напряжения, 
ни в сигналах тока. 

Спектр высокочастотных колебаний может быть очень широким и дости-
гать десятков кГц [1, 20]. В данном случае все особенности высокочастотных 
составляющих токов и напряжений определяются индуктивностью и ёмкостью 
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линии электропередач, включая взаимные индуктивную и емкостную связь 
между фазами. Накопленная энергия в реактивных элементах объясняет и воз-
никновение апериодической составляющей в сигналах тока. 

Схема узла комплексной нагрузки рис. 1, б использована для анализа вза-
имовлияния ветвей разного напряжения при коммутациях и аварийных режи-
мах. Соответствующий пример приведён на рис. 3, где показано возникнове-
ние высокочастотных колебаний тока на стороне 10 кВ при коротком замыка-
нии на линии 35 кВ. 

Как видно из рис. 3, затухающие высокочастотные колебания передаются 
в момент однофазного короткого замыкания ct 2 . Их уровень в сигналах 
тока относительно его амплитуды на основной частоте оказывается невысоким 
и примерно соответствует уровню высокочастотных колебаний при КЗ на ли-
нии 110 кВ (см. рис. 2). 

 

 
Рис. 3. Токи на стороне 10 кВ в момент КЗ на землю фазы А на линии Л1 

 
На рис. 4 показан характерный пример токов в ЛЭП 35 кВ в случае перехода 

однофазного замыкания в двухфазное КЗ на землю с последующим отключением 
выключателя В1. Как видно из рисунка, в момент t = 2,2 c при возникновении КЗ 
амплитуда тока в замкнутых фазах значительно увеличивается, однако высокоча-
стотные составляющие существенно не проявляются, как и на рис. 2. 

Однако замыкания и последующее отключение линии 35 кВ очень суще-
ственно проявляются в токах на стороне 10 кВ. Соответствующие результаты 
моделирования приведены на рис. 5. 

Если однофазное замыкание на линии Л1 слабо сказывается в токах на сто-
роне 10 кВ, то двухфазное замыкание и отключение линии приводят к значи-
тельным изменениям в форме токов на стороне 10 кВ. Это определяется взаимо-
влиянием элементов схемы в цепи 10 кВ и прежде всего изменением в режиме 
работы мощного асинхронного двигателя [6, 22, 23]. При возникновении меж-
дуфазного КЗ наблюдаются «качания» амплитуды тока. Это вызвано потоком 
мощности в фазах на стороне 35 кВ в сторону повреждения. Элементы на сто-
роне 10 кВ начинают отдавать энергию через трансформатор в направлении по-
вреждения. Двигатель М1 частично работает в генераторном режиме, что при-
водит к изменению фазы тока на шинах 10 кВ и колебаниям его амплитуды. 
Наведенный от вращающегося магнитного поля ток, индуцируемого ротором 
двигателя, образует суммарный ток изменяющейся амплитуды [13, 14]. После от-
ключения линии на стороне 35 кВ в момент t = 2,3 c в токах цепи двигателя 
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наблюдаются высокочастотные колебания, амплитуда которых превышает ам-
плитуду тока на основной гармонике промышленной частоты. Это связано 
с перераспределением энергии между емкостью устройства компенсации ре-
активной мощности и индуктивностями на стороне 10 кВ. 

 

2.2 2.25 2.3 2.35 2.4

-1000

0

1000

t, c

Ia
(t

), 
A

2.2 2.25 2.3 2.35 2.4

-1000

0

1000

t, c

Ib
(t

),
 A

2.2 2.25 2.3 2.35 2.4

-1000

0

1000

t, c

Ic
(t

),
 A

 
Рис. 4. Ток на шинах 35 кВ  

во время замыканий и отключения линии Л1 
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Рис. 5. Ток на шинах 10 кВ  

во время замыканий и отключения линии Л1 
 
Момент начала переходных процессов для узлов нагрузки с электродви-

гателями имеет принципиальное значение. Включение (самозапуск) двигателя 
до окончания процесса выбега может приводить к очень значительным пере-
грузкам, в том числе – механическим, и этому вопросу уделяется значительное 
внимание [7, 8, 19]. 

Выводы. Уровень и спектральный состав высокочастотных составляющих 
сигналов токов и напряжений при переходных режимах в электротехнических 
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комплексах зависят от начальной фазы и представляют интерес для анализа и 
классификации неисправностей. Характер этих колебаний определяется соб-
ственными частотами возникающих электрических контуров при коммута-
циях и коротких замыканиях. Он определяется также начальными условиями 
(фазой), соответствующими моменту начала переходного процесса. 

Длительность (крутизна) переднего фронта сигналов при переходных про-
цессах оказывается непосредственно связана со спектром высокочастотных 
составляющих. Кроме того, она определяется переходным сопротивлением 
дуги при коротких замыканиях и временем срабатывания коммутирующих 
устройств, которые также влияют на начальную фазу. То есть протекание пе-
реходного процесса определяется целым набором факторов, имеющих в зна-
чительной степени случайный характер. 

С одной стороны, при стандартных требованиях и оцифровке сигнала про-
мышленной частоты в электроэнергетике до 4800 Гц анализ высокочастотных 
колебаний затруднителен и требует быстродействующих аналого-цифровых 
преобразователей с обновляемым буфером [20]. С другой стороны, записи та-
ких сигналов могут контролироваться при помощи методов интеллектуаль-
ного анализа данных и аппарата искусственных нейронных сетей [11, 15, 20]. 
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EMERGENCY MODES MODELING IN A COMPLEX LOAD NODE:  
HIGH-FREQUENCY COMPONENTS OF SIGNALS 

Key words: electrical complexes, emergency modes, fault classification, high-frequency 
components of current and voltage. 

The purpose of the study is to show the features of the occurrence of high–frequency 
components in current and voltage signals in various elements of the electrical complex by 
the example of modeling emergency modes in power lines and a complex load node and to 
analyze their mutual influence. 
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Materials and methods. The signals of currents and voltages during transients in a power 
line and the load node with a three-winding transformer were modeled using the author's 
software. The calculations are based on the method of synthetic circuits (Dommel's 
algorithm). The main attention is paid to the occurrence of high-frequency components of 
current and voltage during short circuits and switching. 
Results. Modeling of the three-phase short circuit in a 110 kV transmission line when it is 
divided into P-sections demonstrates how significantly the level of high-frequency 
components differs in each of the three phases. This is manifested primarily in voltage 
signals. In a complex load node with a 110/35/10 kV transformer, short circuits and 
switching on the 35 kV side significantly affect the currents and voltages on the 10 kV side. 
It is shown that a higher level of high-frequency components of current signals corresponds 
to energy recovery modes in case of imbalance and run-out of the powerful asynchronous 
motor on the 10 kV side. The possibility of using the obtained results for the classification 
of faults in electrical systems is discussed. 
Conclusions. The level and spectral composition of the currents and voltages high-frequency 
components in transient modes depends on the initial phase and is of interest for the faults 
analysis and classification. The nature of these oscillations is determined by the resonant 
frequencies of the electrical circuits that occur during switching and short circuits. 
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