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Физической моделью многих электротехнических объектов служит полый цилиндр 
конечной длины. В качестве основы для построения аналитических моделей элек-
трических машин используются линейные уравнения математической физики, явля-
ющиеся решением трехмерного дифференциального уравнения Лапласа в частных 
производных, которое широко применяется при аналитических расчетах. 
Цель исследования – решение трехмерного дифференциального уравнения Лапласа 
для полого цилиндра конечной длины, которое может быть адаптировано для элек-
тромагнитного расчета электромеханических устройств с активными частями 
цилиндрической формы. 
Материалы и методы. Для решения уравнения Лапласа в цилиндрической системе 
координат использовался метод разделения переменных Фурье. Для получения не-
тривиального решения уравнения использовались собственных функций задачи 
Штурма–Лиувилля. Краевые задачи Дирихле, Неймана, задачи смешанного типа 
для полых цилиндров адаптированы к электромагнитному расчету электромехани-
ческих устройств, имеющих активные части цилиндрической формы. 
Результаты. Рассмотрено уравнение Лапласа, заданное в цилиндрической системе 
координат, на основе которого для нахождения собственных функций составлено 
уравнение Штурма–Лиувилля с нулевыми начальными значениями. Полное решение 
уравнения Лапласа с заданными краевыми условиями получено как сумма решений 
двух отдельных задач Дирихле с разными краевыми условиями. 
Выводы. Полученное аналитическое выражение может использоваться в качестве 
математической основы для построения трехмерных аналитических моделей элек-
трических машин с активными частями цилиндрической формы и проведения элек-
тромагнитных расчетов соответствующих электромеханических устройств. 

 

Физической моделью многих электротехнических объектов служит полый 
цилиндр конечной длины. В качестве основы для построения аналитических 
моделей электрических машин используются линейные уравнения математи-
ческой физики, являющиеся решением трехмерного дифференциального урав-
нения Лапласа в частных производных, которое широко применяется при ана-
литических расчетах [8–10]. 

Цель исследования – решение трехмерного дифференциального уравне-
ния Лапласа для полого цилиндра конечной длины, которое может быть адап-
тировано для электромагнитного расчета электромеханических устройств с ак-
тивными частями цилиндрической формы. 

Материалы и методы. В статье рассмотрено решение уравнения Лапласа 
в цилиндрической системе координат методом разделения переменных Фурье  
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[1–7]. Для получения нетривиального решения уравнения использовались соб-
ственные функции задачи Штурма–Лиувилля [1]. Краевые задачи Дирихле, 
Неймана, задачи смешанного типа для полых цилиндров адаптированы к элек-
тромагнитному расчету электромеханических устройств, имеющих активные 
части цилиндрической формы. 

Результаты исследования. Уравнение Лапласа в цилиндрической си-
стеме координат имеет вид 
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где a  r  b; 0    2; 0  z  l (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Продольный разрез полого цилиндра 

 
Собственные функции полого цилиндра конечной длины находятся из ре-

шения уравнения Штурма–Лиувилля с нулевыми начальными значениями, ко-
торое применительно к формуле (1) описывается выражением 
 0,u u     (2) 
где 
 1 0;r au    2 0;r bu    0 0;zu    0;z lu     (3) 

i > 0 (i = 1, 2) – постоянные;  – собственное число. 
Решение уравнения Штурма–Лиувилля (2) с начальными условиями (3) 

имеет вид 
 ( , , ) ( , ) ( ),u r z Q r Z z     

где Q(r, ) – собственные функции кругового кольца a  r  b, 0    2; Z(z) – 
собственные функции отрезка 0  z  l. 

Нахождение собственных функций и собственных значений. Решение 
уравнения (1) с краевыми условиями 

1 ( , );r au f z   2 ( , );r bu f z    

0 3 ( , );zu f r z   ),(4 zrfu lz   

ввиду линейности задачи будем находить как сумму решений двух отдельных 
задач Дирихле с разными краевыми условиями: 
 0;u   0;r au    0;r bu    0 3 ( , );zu f r z   4 ( , );z lu f r z   (4) 

 0;u   1 ( , );r au f z    2 ( , );r bu f z    0 0;zu    0.z lu    (5) 
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Решение первой части задачи Дирихле. Решение первой задачи (4) ищем 
в виде выражения 
 ( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),u r z Q r Z z R r Ф Z z       (6) 

которое, очевидно, удовлетворяет начальным условиям 
0;r au    

0.r bu    

После подстановки (6) в исходное уравнение Лапласа (1) и разделения пе-
ременных получим 
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где 
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 – двухмерный фрагмент уравнения 

Лапласа в полярных координатах;  – постоянная разделения переменных. 
Формулу (7) можно представить в виде двух уравнений: 

 2 ( , ) ( , ) 0Q r Q r       (8) 

при a  r  b, 0    2, 0,r bu   0;r bu      

 
( )

( ) 0
dZ z

Z z
dz

    (9) 

при 0  z  l. 
Уравнение (8) есть уравнение Штурма–Лиувилля для кругового кольца. 

После разделения переменных из (8) получим обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения для функций R(r) и Ф(): 
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где v – постоянная разделения. 
Из уравнения (11) следует, что собственные значения v и собственные 

функции Ф имеют вид [2] 
 2 ( 0, 1, 2,...);n n n      









.sin
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n

n
ФФ n  

Общее решение уравнения Бесселя (10) при 2 ( 0, 1, 2,...)n n    равно 

 1 2( ) ( ) ( ),n nR r C J r C N r     (12) 

где ( ), ( )n nJ r N r   – соответственно функции Бесселя первого и второго 

рода (рис. 2–3) [2, 4–6]. 
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Рис. 2. График функции Бесселя первого рода 

 

 
Рис. 3. График функции Бесселя второго рода 

 
С учетом граничных условий 

 0aru ; 0bru    
из выражения (12) получим однородную систему линейных уравнений отно-
сительно постоянных C1 и C2 
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решение которой будет нетривиальным, если 
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Из этого уравнения (14) находим собственное значение )(n
k , соответ-

ствующее порядку n и корню k цилиндрических функций Jn и Nn. 



36 Вестник Чувашского университета. 2023. № 2 
 

. 

С учетом (14) из (13) следует, что 
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После подстановки в (13) полученного выражения для C2 и выбора 

)(1 aNC n   решение уравнение Бесселя (12) для )(rR примет вид 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).n n n n
nk n k n k n k n kR r R r J r N a N r J a         

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения (9) полу-
чено в виде 
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Таким образом, первая часть (4) краевой задачи имеет следующие частные 
решения: 

( ) ( )

( ) ( )

sh sh ( )
( , , ) ( , ) .

sh sh

n n
k k

nk nk nk nkn n
k k

z l z
u r z Q r A B

l l

   
    
   

 

Полное решение первой части (4) запишется в виде разложения по этим 
частным решениям1: 
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 (15) 

Ввиду равенства граничных условий на торцах полого цилиндра 

lzz uu  0 , 

т.е. при 3 4( , ) ( , ),f r z f r z  имеем nknk BA   [3]. 
Решение второй части задачи Дирихле. Для решения краевой задачи (5) 

построим систему частных решений уравнения Лапласа в виде 
 )(),(),,( zZrQzru  0,  (16) 
удовлетворяющих однородным граничным условиям 

0 0, 0.z z lu u    
Подставляя (16) в уравнение Лапласа (1) и разделяя переменные, как де-

лалось в первой части задачи Дирихле, выражения для нахождения Z(z) и 
Q(r, ) запишем в виде 

 
2

2
0,

d Z
Z

dz
     (17) 

при 0 , (0) ( ) 0, ( ) 0;z l Z Z l Z z      

                                                      
1 Применительно к математическим моделям электромеханических устройств можно ограни-
читься использованием только одной тригонометрической функции cos n или sin n. 
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 0),(),(2  rQrQ  (18) 

при bra  ,  20 . 
Уравнение (17) представляет собой задачу Штурма–Лиувилля для от-

резка. Её собственные значения и собственные функции имеют вид 
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Частные решения (18) также найдём методом разделения переменных. 
Пусть 

).()(),(  ФrRrQ  
Подставив это выражение в (18), после разделения переменные получим 
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где   – постоянная разделения. 
Отсюда следует, что обыкновенные дифференциальные уравнения для 

нахождения )(Ф  и )(rR  имеют вид 
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Уравнение (19) есть уравнение Бесселя с чисто мнимым аргументом. Его 
решение запишется так: 

( ) ( ) ( ) ( ),nk nk n k nk n kR r R r C I r D K r      

где ( ), ( )n k n kI r K r   – модифицированные цилиндрические функции: соот-

ветственно Бесселева функция первого рода (функция Инфельда) (рис. 4), Бес-
селева функция второго рода (функция Макдональда) (рис. 5) [4]. 

Следовательно, система частных решений (16) имеет вид 
cos ,

( , , ) ( ) ( ) sin
sin .nk nk n k nk n k k

n
u r z C I r D K r z

n

         
 

Полное решение второй части (5) запишется в виде разложения по этим 
частным решениям 
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Рис. 4. График модифицированной функции Бесселя первого рода  

(функции Инфельда) 
 

 
Рис. 5. График модифицированной функции Бесселя второго рода  

(функции Макдональда) 
 

Полное решение уравнения Лапласа. Решение ( , , )u r z  исходного урав-
нения Лапласа (1) с краевыми условиями 

),(1 zfu ar  ; ),(2 zfu br  ; ),(30 zrfuz  ; ),(4 zrfu lz   
будет равно сумме полученных решений первой и второй частей задачи Дири-
хле, представленных выражениями (15) и (20): 
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Выводы. В статье предложено решение трехмерного дифференциального 
уравнения Лапласа в частных производных с использованием метода разделения 
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переменных. Решение уравнения представлено в виде суммы решений двух за-
дач Дирихле с разными краевыми условиями. Полученное аналитическое вы-
ражение может использоваться в качестве математической основы для постро-
ения трехмерных аналитических моделей электрических машин с активными 
частями цилиндрической формы и проведения электромагнитных расчетов со-
ответствующих электромеханических устройств. 
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Aleksandr A. AFANASYEV, Nadezhda N. IVANOVA 

SOLUTION OF THE LAPLACE EQUATION BY THE METHOD  
OF SEPARATION OF VARIABLES FOR A LENGTH HOLLOW CYLINDER  

Key words: three-dimensional analytical model, electric machine, hollow cylinder of finite 
length, Laplace equation, Fourier variable separation method, eigenfunctions and eigen-
values of the Sturm–Liouville problem. 

The physical model of many electrical objects is a hollow cylinder of finite length. As a 
basis for constructing analytical models of electrical machines, linear equations of math-
ematical physics are used. They are the solution of the Laplace three-dimensional partial 
differential equation, which is widely used in analytical calculations. 
The purpose of the study is to solve the Laplace three-dimensional differential equation 
for a hollow cylinder of finite length, which can be adapted for the electromagnetic calcu-
lation of electromechanical devices with cylindrical active parts. 
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Materials and methods. To solve the Laplace equation in a cylindrical coordinate system, 
the Fourier variable separation method was used. To obtain a non-trivial solution of the 
equation, eigenfunctions of the Sturm–Liouville problem were used. Dirichlet, Neumann 
boundary value problems of the mixed type for hollow cylinders are adapted to the electro-
magnetic calculation of electromechanical devices having cylindrical active parts. 
The results of the study. The Laplace equation given in a cylindrical coordinate system 
is considered, on the basis of which the Sturm–Liouville equation with zero initial values 
is compiled to find eigenfunctions. The complete solution of the Lapalace equation with 
given boundary conditions is obtained as the sum of the solutions of two separate Dirichlet 
problems with different boundary conditions. 
Findings. The obtained analytical expression can be used as a mathematical basis for construct-
ing three-dimensional analytical models of electrical machines with cylindrical active parts and 
carrying out electromagnetic calculations of the corresponding electromechanical devices. 
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