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Вопрос устойчивости при проектировании систем автоматического управления 
является одним из основных, потому что нестабильная система не имеет прак-
тической значимости. Это связано с тем, что любая система управления уяз-
вима к помехам и шумам в реальной рабочей среде, и эффект, вызванный этими 
сигналами, отрицательно скажется на ожидаемом нормальном выходе в не-
устойчивой системе. 
Цель исследования – проектирование и анализ системы автоматического 
управления с учетом требования робастности на базе H∞-нормы. 
Материалы и методы. Построение робастной автоматической системы 
управления производилось при помощи методов, базирующихся на вычислении со-
ответствующей H∞-нормы с привлечением методов решения матричного урав-
нения Риккати. В качестве инструментария использовался MATLAB. 
Результаты исследований. При наличии неопределенностей важное значение 
имеют алгоритмы управления, при помощи которых достигается цель управле-
ния с заданными требованиями и которые обладают свойством устойчивости 
при трансформации параметров объекта управления и характеристик воздей-
ствий разного рода возмущений. Методы управления с обратной связью позво-
ляют уменьшить влияние неопределенностей и обеспечить желаемую произво-
дительность. Однако неадекватный контроллер с обратной связью может при-
вести к нестабильной замкнутой системе, хотя изначально разомкнутая си-
стема стабильна. В работе рассматривается задача проектирования стабили-
зирующего регулятора для системы автоматического управления левитирую-
щим телом с неопределенностями в параметрах. Исходная математическая мо-
дель магнитной левитации, служащая объектом управления, выведена на базе 
второго закона Ньютона и электромагнитной индукции и представляет собой 
обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с параметрами, со-
держащими неопределенности, обусловленные экзогенными или эндогенными 
факторами. Согласно теореме Ирншоу, такая система, даже с нулевыми вели-
чинами неопределенностей в параметрах, изначально неустойчива. С добавле-
нием неопределённостей с ненулевыми величинами ситуация с достижением 
устойчивости существенно ухудшается. Поэтому необходима разработка спе-
циальных автоматических систем управления. Представлены результаты ис-
следования влияния неопределенностей в математической модели магнитной ле-
витации на характеристики ее непрерывной системы автоматического управ-
ления с одним входом и одним выходом (SISO-системы) в графической форме. 
Выводы. Устойчивый эффект магнитной левитации достигается даже при до-
статочно больших величинах неопределенностей в математической модели объ-
екта управления. 

                                                      
* Работа выполнена в рамках проекта «Многоуровневое управление сложными техническими 
системами» НИР 12441 (Госзадание 2019-0898). 
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Введение. Разрабатываемые в настоящее время системы автоматического 
управления (САУ) реальными процессами должны удовлетворять различным 
требованиям, например, устойчивостью к немоделируемой динамике (робаст-
ная устойчивость). Кроме того, они должны обладать требуемым качеством 
переходных процессов, возникающих в случае внешних возмущений различ-
ной природы – экзогенные или эндогенные факторы. 

Целью исследований являются разработка и исследование робастной ма-
тематической модели управления системой магнитной левитации, имеющей 
неопределенные коэффициенты в дифференциальных уравнениях. 

Материалы и методы. В статье рассмотрено проектирование САУ на базе 
H∞-нормы [6, 8]. Этот подход был выбран потому, что H∞-норма характеризует 
робастность системы по отношению к различного рода неопределенностям. В ка-
честве инструментария использовался MATLAB. 

Результаты исследования. Электродинамическая магнитная левитация 
(ЭМЛ) достаточно интенсивно используется в разнообразных технических си-
стемах [5, 7]. В настоящее время имеется значительное количество публика-
ций, в которых отражены результаты исследований применения ЭМЛ при про-
ектировании высокопроизводительных «парящих» транспортных средств [9]. 

Эффект ЭМЛ начинает проявляться при определенных условиях. 
А именно при наличии возле проводящего элемента (проводника) катушки 
с током или постоянного магнита, который вращается или совершает поступа-
тельные движения. При таком условии вокруг проводника возникает перемен-
ное магнитное поле, вследствие чего появляются наводки (вихревые токи) 
в самом проводнике. Эти токи являются причиной генерации магнитного поля 
противоположной направленности. В этом случае между проводником и ис-
точником электромагнитного поля (ЭМП) возникает сила отталкивания. Такой 
механизм служит основой взаимовлияния левитирующих тел (ЛТ). 

Задача динамической устойчивости ЛТ относится к числу основных про-
блем, связанных с ЭМЛ. Это объясняется теоремой Ирншоу, формулировка ко-
торой следующая: «Всякая равновесная конфигурация точечных зарядов не-
устойчива, если на них кроме кулоновских сил притяжения и отталкивания не 
действуют иные силы» [4]. Эта теорема верна и для магнитостатики в случае 
стационарных токов. То есть эта теорема устанавливает запрет на создание 
устойчивого эффекта ЭМЛ при помощи только лишь статического ЭМП. Сле-
довательно, для создания устойчивого эффекта ЭМЛ требуется генерация с по-
мощью переменного ЭМП, потенциальной ямы в области осуществления ЭМЛ. 
Такую задачу решают, например, с использованием индукционных катушек, ге-
нерирующих переменное ЭМП. Нахождение ЛТ в требуемой области обеспечи-
вается лишь при наличии соответствующего управления этим ЭМП. 

Неопределенности в такой системе могут возникать, например, при изме-
рении положения ЛТ, величины электромагнитного поля катушки, зависящего 
от индуктивности и др. В условиях неопределенности особо важное значение 
приобретают методы построения робастных САУ, при помощи которых дости-
гается цель управления и которые обладают необходимым запасом устойчиво-
сти по отношению к изменяющимся параметрам и возмущениям. 
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Постановка задачи робастного анализа и синтеза САУ в матричном виде 
позволяет использовать единообразный подход к ее решению. 

Математическая модель динамики левитирующего тела. В данной ра-
боте за основу была взята математическая модель (ММ) динамики ЛТ в ЭМП, 
представленная в [1]: 
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где i(t) – электрический ток; u(t) – напряжение (управляющее воздействие); 
v(t) – вертикальная скорость (изменение высоты) ЛТ; z(t) – вертикальное рас-
стояние от геометрического центра ЛТ до подложки; R – сопротивление; L – 
индуктивность катушки; kD – коэффициент демпфирования; km – постоянный 
коэффициент, зависящий от подложки; m – масса ЛТ; H – расстояние от ка-
тушки до подложки; t – время. 

Основное отличие заключается во введение неопределенностей в пара-
метры ММ. В данной работе неопределенность задавалась в параметрах R, L 
и H. Анализируя первое уравнение (1), можно видеть, что при условии посто-
янства напряжения U(t) = U0 = const, решение: 
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быстро устремляется к установившемуся значению 
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А это, как было сказано выше, противоречит теореме Ирншоу. Отсюда сле-
дует, что для устойчивого эффекта ЭМЛ необходимо применять переменное 
электромагнитное поле, управление которым происходит при помощи соот-
ветствующей САУ. Следовательно, необходима разработка математической 
модели САУ ЛТ. 

Математическая модель САУ ЛТ. В данной работе формальное выра-
жение математической модели САУ ЛТ приведено в пространстве состояний 
(State Space) и представлено в следующем виде [3]: 
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где X – вектор в пространстве состояний размером n  1; A – квадратная матрица 
размером n  n; u – вектор управляющих воздействий размером m  1;  B –матрица 
размером n  m; w – вектор внешних возмущений размером p  1; D – матрица 
размером n  p; Y – вектор измерений размером k  1; C – матрица размером k  n. 
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«Зависание» ЛТ происходит в области заданной точки равновесия или ра-
бочей точки. То есть математическую модель управления эффектом ЭМЛ (2) 
можно получить путем линеаризации (1) в окрестности рабочей точки 
(iравн, zравн, 0). Введем для удобства следующие обозначения: 
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Тогда матрица A из (2) вычисляется при помощи матрицы Якоби: 
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Матрица B из (2) вычисляется при помощи следующей матрицы Якоби: 
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После элементарных преобразований и учета равновесия в рабочей точке, 
подробно рассмотренных в [1], система (2) примет следующий вид: 
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Блок-схема замкнутой САУ ЛТ представлена на рис. 1. Здесь K – это кон-

троллер, ОУ – объект управления. 
 

 
Рис. 1. Блок-схема замкнутой САУ ЛТ 
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Анализ разработанной математической модели САУ ЛТ. Исследова-
ние устойчивости ММ произведем при помощи анализа корней характеристи-
ческого уравнения системы [2]: 
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где E – единичная матрица. 
Корнями характеристического уравнения (4) являются следующие: 
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Корни уравнения (4) являются вещественными, но один из них больше 
нуля. Следовательно, система (3) неустойчивая. Отсюда следует необходи-
мость осуществления соответствующего управления для устойчивости про-
цесса ЭМЛ. Можно отметить, что неустойчивость системы (3) не зависит 
от неопределенности в параметрах R, L и H. 

Анализ системы (3) на наблюдаемость и управляемость также дает поло-
жительные результаты. Отсюда следует, что системой (3) в окрестности рабо-
чей точки в принципе можно успешно управлять. В данной работе для этого 
будет добавлен робастный контроллер. 

Процедура нахождения робастного контроллера для САУ ЛТ. Непосред-
ственно найти регулятор K, который придаст H∞-норме замкнутой системы самое 
маленькое возможное значение, достаточно трудно. Но можно подобрать число  
и, если это в принципе возможно для данной системы, найти регулятор, который 
гарантирует, что величина H∞-нормы меньше . Поиск соответствующей H∞-
нормы в этом случае происходит при помощи решения матричного уравнения 
Риккати. Наименьшее число  можно найти, например, уменьшая  наполовину на 
следующем шаге. В случае отсутствия решения уравнения Риккати надо отойти 
назад и уменьшить, например, шаг тоже вдвое. Поиск прекращается в случае по-
лучения достаточно малого числа , при котором существует решение. 

При помощи MATLAB, используя команду 
[W,gamma,infocontr] = hinfstruct(W0,opt); 

где W0 – передаточная всей системы, представленной на рис. 1; opt – опции. 
Было вычислено число  = 1,2 при параметрах, которые будут указаны ниже. 
Запас по усилению равен [0; 0,1256], запас по фазе – 58,1693. 
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Результаты моделирования. При проведении компьютерного моделиро-
вания были выбраны следующие параметры: 

R = 10; L =10; H = 10; m = 5; g = 9,8; Km = 1; Kd = 1. 
В параметры R, L и H вносилась неопределенность. В первом эксперименте 
неопределенность задавалась величиной в 20%, а во втором – 70%. На рис. 2 
и 3 представлены переходная функция ЛАФЧХ (диаграмма Боде) разомкнутой 
системы (3). 

 

  
а б 

Рис. 2. Переходная функция разомкнутой системы (3): 
а – 20% неопределенности; б – 70% неопределенности 

 

  
а б 

Рис. 3. Диаграмма Боде разомкнутой системы (3): 
а – 20% неопределенности; б – 70% неопределенности 

 
После вычисления регулятора на H∞-нормы были получены результаты, 

которые представлены ниже в графическом виде. На рис. 4 и 5 представлены 
переходная функция и ЛАФЧХ замкнутой системы с регулятором K на базе 
H∞-нормы. 

Моделирование работы САУ ЛТ с введением в параметры 70% неопреде-
ленности проведено в Simulink. Результаты представлены на рис. 6. 
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Рис. 4. Переходная функция замкнутой системы с регулятором K на базе H∞-нормы:  
а – 20% неопределенности; б – 70% неопределенности 

 

а б 

Рис. 5. Диаграмма Боде замкнутой системы с регулятором K на базе H∞-нормы: 
а – 20% неопределенности; б – 70% неопределенности 

 

 
Рис. 6. Результаты моделирования работы САУ ЛТ  
с введением в параметры 70% неопределенности 
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Выводы. Анализ проведенного компьютерного моделирования позволяет 
сделать следующие выводы. 

1. Введение неопределенности в параметры существенно изменяет пове-
дение разомкнутой системы (см. рис. 2–3). 

2. Применение робастного регулятора в системе с обратной связью поз-
воляет сделать систему устойчивой. Но показатели качества, такие как, напри-
мер, время нарастания (Rise time), перерегулирование (Overshoot), лучше у си-
стемы с меньшей неопределенностью (см. рис. 4–5). 

3. Применение H∞-нормы при проектировании САУ ЛТ позволяет даже 
при достаточно больших значениях неопределенностей оставаться всей си-
стеме устойчивой. То есть система будет оставаться робастной. 

4. Разработанная САУ ЛТ выводит ЛТ в заданную рабочую точку доста-
точно быстро. Согласно рис. 6 на это потребуется 0,08 с. 

Таким образом, применение методов проектирования САУ с использованием 
на H∞-нормы позволяет создавать системы с высокой степенью робастности. 
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Anatoly G. KOROBEYNIKOV, Alexey Yu. GRISHENTSEV 

ANALYSIS OF THE EFFECT OF UNCERTAINTY  
IN THE MATHEMATICAL MODEL OF MAGNETIC LEVITATION  

ON THE CHARACTERISTICS OF THE AUTOMATIC CONTROL SYSTEM 

Key words: Automatic Control System, magnetic levitation, transient function, robustness, 
uncertainty, MATLAB. 

Stability in the design of automatic control systems is one of the main issues, because an 
unstable system has no practical significance. This is due to the fact that any control system 
is vulnerable to interference and noise in real working environment, and the effect caused 
by these signals will adversely affect the expected normal output in an unstable system. 
The purpose of the study is the design and analysis of an automatic control system, taking 
into account the requirement of robustness based on the H∞-norm. 
Materials and methods. The construction of a robust automatic control system was carried out 
using methods based on the calculation of the corresponding H∞-norm with the involvement of 
methods for solving the matrix Riccati equation. MATLAB was used as a toolkit. 
Research results. Under uncertainties, control algorithms are of great importance. They en-
able to achieve the goal of control with given requirements and possess the property of sta-
bility during the transformation of the parameters of the control object and the characteristics 
of the effects of various kinds of disturbances. Feedback control methods can reduce the im-
pact of uncertainties and provide the desired performance. However, an inadequate feedback 
controller can result in an unstable closed system, although an initially open system is stable. 
In this paper, we consider the problem of designing a stabilizing controller for an automatic 
control system for a levitating body with uncertainties in the parameters. The initial mathe-
matical model of magnetic levitation, which serves as an object of control, was derived on the 
basis of Newton's second law and electromagnetic induction and is a second-order ordinary 
differential equation with parameters containing uncertainties due to exogenous or endoge-
nous factors. According to the Earnshaw theorem, such a system, even with zero uncertainties 
in the parameters, is initially unstable. With the addition of uncertainties with non-zero values, 
the situation with achieving stability worsens significantly. Therefore, it is necessary to de-
velop special automatic control systems. The results of studying the influence of uncertainties 
in the mathematical model of magnetic levitation on the characteristics of its continuous au-
tomatic control system with one input and one output (SISO-system) are presented in a graph-
ical form. 
Conclusions. The stable effect of magnetic levitation is achieved even with sufficiently large 
uncertainties in the mathematical model of the control object. 
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