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Среди всего многообразия современных подходов к математическому описанию про-
цессов передачи, распределения, преобразования и генерации электрической энергии 
переменного тока представление трехфазных переменных в форме чисто мнимого 
кватерниона, расположенного в отдельном подпространстве четырехмерного ги-
перкомплексного пространства, позволяет по отношению к общепринятым мето-
дам анализа линейных цепей, например симметричных составляющих с выделением 
прямой, обратной и нулевой последовательностей фаз по основной гармонике, более 
полно учесть особенности энергопотребления, особенно при наличии искажений 
в мгновенной форме гармонических сигналов. Присущее данной некоммутативной 
алгебре разделение кватерниона на скалярную (вещественную) и векторную (мни-
мую) части дает возможность существенно упростить последующую аналитиче-
скую процедуру синтеза управляющих воздействий в силовых преобразовательных 
устройствах активной фильтрации и электропитания автономных нагрузок произ-
вольного вида, включая однофазную конфигурацию, за счет выделения из его состава 
отдельных компонент, отвечающих как за амплитудно-фазовую асимметрию, так 
и за нелинейность системы. 
Основные алгоритмические принципы организации управляющих структур в со-
ставе трехфазных комплексов различного функционального назначения, как правило, 
базируются на преобразовании заданий (уставок) и текущих значений измеренных 
токов и напряжений в координаты состояния d, q, o, которые получаются путем 
поворота плоскости трехмерного пространства на заданный угол. При этом рас-
четные соотношения для численного определения трансформированных путем вра-
щения исходных переменных в кватернионном базисе являются функцией только че-
тырех кинематических параметров, что при прочих равных условиях приводит 
к упрощению закона управления по отношению к традиционному векторно-матрич-
ному подходу, использующему девять направляющих косинусов с 6 уравнениями свя-
зей. В этой связи особую актуальность приобретают прикладные задачи реализа-
ции линейных преобразований E. Clarke и R.H. Park в терминах четырехмерных ги-
перкомплексных чисел, в том числе с соблюдением дополнительного требования ин-
вариантности скалярных частей после выполненного перехода, теоретическим 
и практическим вопросам построения которых посвящена данная статья. 

 
Введение. В настоящее время в задачах анализа и синтеза трехфазных си-

стем переменного тока, включающих в себя законы управления активными си-
ловыми фильтрами высших гармоник [12] и полупроводниковыми инверто-
рами при электропитании автономных потребителей от возобновляемых ис-
точников энергии [6], математическое описание электромеханических процес-
сов [14] и алгоритмы идентификации аварийных режимов работы [8] асин-
хронных электрических машин, координатные преобразования исходного ба-
зиса фазных переменных [13] и т.д., широко используются четырехмерные  
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гиперкомплексные числа (кватернионы), практическое применение которых поз-
воляет выполнить декомпозицию общего потока электрической энергии на «по-
лезную» и «неэффективную» составляющие без каких-либо ограничений на кон-
фигурацию цепей и конкретный вид электроприемника [3], снизить вычисли-
тельную нагрузку на микропроцессорные программно-аппаратные средства [11] 
и т.п. При этом для обеспечения требования нулевой статической ошибки по 
управляемому выходу необходимо осуществлять синтез регуляторов во враща-
ющейся системе координат d, q, o [2]. В этой связи данная статья посвящена тео-
ретическим вопросам построения координатных преобразований E. Clarke [9] 
и R.H. Park [15] в четырехмерном пространстве, образованного одной веществен-
ной и тремя мнимыми единицами, с произвольной нормой кватерниона перехода. 

Алгебра кватернионов. Математический аппарат некоммутативной ас-
социативной алгебры кватернионов, введенный в анализ У.Р. Гамильтоном 
(William Rowan Hamilton) в 1843 г. [10], представляет собой расширение функ-
ции комплексной переменной на четырёхмерное гиперкомплексное простран-
ство H, представленное в следующем виде: 

0 1 1 2 2 3 3       Λ q q q , 

где 0, 1, 2, 3 – вещественные коэффициенты; q1, q2, q3 – мнимые единицы, 
подчиняющиеся 9 правилам произведения 

 2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 3
2 2 2
1 2 3 1 2 3

, , ,

1.

        
    

q q q q q q q q q q q q q q q

q q q q q q
  (1) 

В качестве наглядной иллюстрации некоммутативных правил произведе-
ния q1, q2, q3, на рисунке изображена круговая диаграмма, из которой следует, 
что при движении по ходу часовой стрелки получается положительная третья 
мнимая единица, а при обратном направлении происходит инверсия знака. 

В составе Λ  можно выделить скалярную (действительную) 0scal  Λ  

и векторную (мнимую) vectΛ  части [1, 4, 5] 

1 1 2 2 3 3vect      Λ q q q , 

а также по аналогии с комплексными числами модуль 
3

2

0
k

k

   Λ ΛΛ ΛΛ
 

, 

или иначе норму 
2Λ Λ , сопряженный и обратный кватернион 

0 1 1 2 2 3 3scal vect         Λ Λ Λ q q q


, 
1 21    Λ Λ Λ Λ Λ
 

. 

Координатные преобразования в четырех-
мерном гиперкомплексном пространстве H. Как 
было указано в водной части статьи, современные 
алгоритмы управления трехфазными системами 
переменного тока, как правило, реализуются 
во вращающейся системе координат d, q, o,  

 
Графическая интерпретация  
произведения мнимых единиц 
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благодаря чему удается упростить исходное математическое описание проте-
кающих электромагнитных или электромеханических процессов, а также до-
биться астатического регулирования многомерного вектора выхода. 

При практическом использовании данной алгебры с делением трехфазные 
переменные принимают вид чисто мнимого кватерниона без скалярной части 
[7, 11, 12] 

1 2 3abc a b cx x x  X q q q , 

где xa, xb, xc – текущие значения токов или напряжений, линейное преобразо-
вание которых в координаты состояния 1,2,3 реализуется на основании следу-
ющей формулы [4, 6, 14]: 
 1

123 123 123 1 1 2 2 3 3abc x x x   X Λ X Λ q q q , (2) 

где 123 – кватернион перехода, причем в частном случае ||123|| = 1, нормы ис-
ходного ||Xabc|| и трансформированного ||X123|| чисто мнимых кватернионов 
равны друг другу. 

После выполнения необходимых математических операций в соответ-
ствии с постулированными правилами произведения q1, q2, q3 вида (1) можно 
записать следующие равенства: 

 

      
      
      

1 2 2 2 2
1 123 0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

1 2 2 2 2
2 123 2 1 0 3 0 2 1 3 2 3 0 1

1 2 2 2 2
3 123 3 1 0 2 3 2 0 0 3 1 2

2 2 ,

2 2 ,

2 2 .

a b c

a b c

a b c

x x x x

x x x x

x x x x







                   

                   

                   

Λ

Λ

Λ

 (3) 

В силу изоморфизма (2) по отношению к линейному преобразованию типа 
«вращения» с неподвижной фиксированной точкой в трехмерном веществен-
ном пространстве 3 [1, 3, 5] данный переход также можно представить в сле-
дующем виде: 

1 11 12 13

123 2 21 22 23

3 31 32 33

a

abc b

c

x a a a x

x a a a x

x a a a x

     
             
          

x Lx , 

где xabc, x123 – алгебраические векторы-столбцы трехфазных переменных в ис-
ходном a,b,c и преобразованном 1,2,3 ортонормированных базисах соответ-
ственно; L – квадратная матрица размерностью 3×3 [1, 4], которая в соответ-
ствии с (3) также определяется как 

   
   
   

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

1 2 2 2 2
123 2 1 0 3 0 2 1 3 2 3 0 1

2 2 2 2
3 1 0 2 3 2 0 1 0 3 1 2

2 2

2 2

2 2



               
                 
                

L Λ . 

Для получения расчетных соотношений между 9 элементами a11…a33 мат-
рицы L и 4 кинематическими параметрами 0, 1, 2, 3 воспользуемся ее следом 

   1 12 2 2 2 2
11 22 33 123 0 1 2 3 123 0tr 3 4a a a

              L Λ Λ Λ , 
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откуда 

 0 123

tr 1

2


  

L
Λ ,  (4) 

или по аналогии из расчетных соотношений 

0 1
32 23

123

4
a a

 
 

Λ
, 0 2

13 31
123

4
a a

 
 

Λ
, 0 3

21 12
123

4
a a

 
 

Λ
, 

вещественные коэффициенты при мнимых единицах 123 находятся как [1, 3– 
5, 14] 

 32 23 32 23
1 123 123

04 2 tr 1

a a a a 
    

 
Λ Λ

L
, (5) 

 13 31 13 31
2 123 123

04 2 tr 1

a a a a 
    

 
Λ Λ

L
, (6) 

 21 12 21 12
3 123 123

04 2 tr 1

a a a a 
    

 
Λ Λ

L
. (7) 

В свою очередь, обратный переход выполняется на основании формулы 
(2), в которой прямой и обратный кватернионы преобразования меняются ме-
стами [3, 6] 

1
123 123 123 1 2 3abc a b cx x x   X Λ X Λ q q q . 

Линейные преобразования E. Clarke и R.H. Park. Далее остановимся бо-
лее подробно на анализе ортогональных преобразований E. Clarke и R.H. Park 
в четырёхмерном гиперкомплексном пространстве H, заданных в векторно-
матричной форме записи как [13] 

 

2 1 1

3 6 6
1 1

0
2 2

1 1 1

3 3 3

a

o o abc b

c

x

x

x
 

 
  

   
         
     
 
 

x L x , (8) 

 

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1
dqo dqo o

c

x

x

x



 

    
           
      

x L x , (9) 

где  – угол поворота плоскости d, q относительно неподвижной оси аппликат о. 
При пространственном расположении фазных переменных xa, xb, xc в трех-

мерном ортонормированном базисе гиперкомплексного пространства H, обра-
зованного мнимыми единицами с совмещением абсциссы по q1, оси ординат 
по q2 и аппликаты по q3, равенство (2) принимает следующий вид: 

1
1 2 3o o abc o ox x x

       X Λ X Λ q q q , 
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в котором численные значения вещественных коэффициентов  с учетом 
(4)–(7) равны [1, 4, 6, 14] 

0

1 2 2 3 6
0,8805

2 6

  
   , 1

2 3
0,3647

2 2 3 6
2 6

6


  

  


, 

2

1 2
0,2798

2 2 3 6
2 6

6

 
   

  


, 3

1
0,1159

2 2 3 6
2 6

6

  
  



, 

в результате чего становится справедливым [7] 

  1
2

6
a b cx x x x    ,  1

2
b cx x x   ,  1

3
o a b cx x x x   . (10) 

По аналогии при повороте против хода часовой стрелки двухмерного под-
пространства q1 и q2 относительно q3 на произвольный угол , нормированный 
кватернион вращения выбирается в следующем виде [3, 4]: 

 3cos sin
2 2dqo

 
 Λ q , (11) 

откуда  
   1

1 2 3dqo dqo o dqo d q ox x x
     X Λ X Λ q q q , 

где Xdqo – чисто мнимый кватернион с вещественными коэффициентами 
cos sindx x x     , sin cosqx x x     , o ox x . 

Как видно из (11), преобразование R.H. Park в кватернионном базисе ис-
пользует только два параметра в отличие от соответствующей квадратной мат-
рицы Ldqo размерностью 33 в (9). При этом в силу ортогональности переходов 
(8) и (9) гиперкомплексные числа  и dqo имеют единичный модуль, вслед-
ствие чего формулы (4)–(7) принимают простой вид за счет исключения ска-
лярных величин |123|, ||123||, а мгновенная мощность трехфазной нагрузки или 
электромагнитный момент электрической машины переменного тока в осях 
,, и d,q,o будут совпадать с аналогичными физическими переменными ис-
ходного базиса a,b,c, причем в их составе также можно дополнительно выде-
лить вещественные и мнимые составляющие [7, 12, 14, 11]. 

В заключение также необходимо отметить, что в реальных трехфазных си-
стемах переменного тока, как правило, используется отличное от (8) представле-
ние квадратной матрицы L с det L  1, которое характеризуется наличием до-

полнительного коэффициента k, принимающего значения 
2

3
 или 

3

2
 [2]: 

o ok P L , 

что приводит к необходимости учета в расчетных соотношениях (4)–(7) и (10) 
модуля (нормы) кватерниона , который связан с определителем P на ос-

новании равенства  
1

6deto o k


  Λ P . 
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Выводы. Представленные в статье аналитические выражения для постро-
ения координатных переходов из исходного базиса трехфазных переменных 
a,b,c к стационарной ,, или вращающейся d,q,o системам отсчета в четы-
рехмерном гиперкомплексном пространстве H, состоящем из одной веще-
ственной и трех мнимых единиц, позволяют в рамках единого математиче-
ского аппарата алгебры кватернионов синтезировать высококачественные ал-
горитмы управления активной фильтрацией и электропитанием нагрузок про-
извольного вида особо ответственных объектов, например, в аэрокосмической 
отрасли, реализуемых на базе программно-аппаратных средств с понижен-
ными требованиями по производительности и быстродействию, что объясня-
ется использованием только 4 кинематических параметров вместо 9 направля-
ющих косинусов соответствующей квадратной матрицы. 
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COORDINATE TRANSFORMATIONS OF THREE-PHASE VARIABLES  
USING QUATERNIONS 
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Among the variety of modern approaches to the mathematical description of the power quality 
indicators during the processes of transmission, distribution, conversion and calculation of 
the ac electric power, the representation of three-phase models in the form of a purely imag-
inary quaternion located in a separate subspace of the four-dimensional hypercomplex space 
allows, in relation to the generally accepted method of analyzing linear circuits, for example, 
symmetrical components with the selection of a direct, reverse and zero phase sequence for 
the fundamental harmonic, to take into a more complete account the features of energy con-
sumption, especially in the presence of distortion in the modified forms of harmonic signals. 
In addition, the division of the quaternion into scalar (real) and partial (imaginary) makes it 
possible to significantly simplify the subsequent analytical processing of synthesis of a power 
converters control signals for active filtering and power supply of autonomous loads of an 
arbitrary type, including a single-phase configuration, by extracting from its composition in-
dividual components responsible for both the amplitude-phase asymmetry and the nonlinear-
ity of the characteristics. 
The main algorithmic principles of organizing control structures as part of three-phase 
systems of various functional purposes, as a rule, are based on the conversion of reference 
signals and current values of measured currents and voltages into state coordinates ob-
tained by rotating the three-dimensional space plane by a given angle. At the same time, 
the calculated ratios for the numerical determination of the initial variables transformed 
by rotation in the quaternion basis are a function of only four kinematic parameters, which, 
other things being equal, leads to a simplification of the control law in relation to the tra-
ditional vector-matrix approach using nine direction cosines with six connection equations. 
In this regard, this paper is devoted to the applied problems of implementing linear trans-
formations by E. Clarke and R.H. Park in terms of four-dimensional hypercomplex num-
bers, in compliance with the additional requirement of the invariance of scalar quantities 
after the transition. 
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